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Indledning.

Vi skal i dettespecialesepå simulationsbaseredeestimationsmetoderfor diskretobserverede
diffusionsprocesser.Datamaskinersberegningskapacitetforbedrestil stadighed,så computer-
baseredeestimationsmetodervil nok få stadigstørrebetydningindenforomr̊aderaf statistikken,
som er vanskeligeeller umulige at behandleud fra teoretiskeangrebsvinkler.Dif fusionspro-
cesserer til dels et omr̊ade af dennetype, idet det ofte er svært at estimereparametrenei
diffusionsprocesserteoretisk.

Kapitel 1 har ikke direkte noget med diffusionsprocesserat gøre og kan fint bruges i
andresammenhænge.Vi ser i dettekapitel på emnetcomputer-genereredeudfald af stokastiske
variable. Det er klart, at enhversnakom tilfældighed i en computerhøjst kan blive en halv
sandhed,idet den enesteform for tilfældighed ved en computerer ventetidenpå det næste
sammenbrud,somskermedsandsynlighed1 indenforoverskueligfremtidogdaaltid pådetværst
tænkeligetidspunkt– en del af Murphys love. Vi finder dog noglealgoritmertil genereringaf
normalfordelteudfald,somermegetgode,samtnoglealgoritmertil genereringaf gammafordelte
udfald, som er brugbare.Basisfor genereringaf udfald fra diversefordelingerer altid udfald
fra denuniformefordelingpå intervallet �������	� , og vi viser,at dengenerator,somvi haranvendt,
giver udfald, som ikke kan skelnesfra uafhængige
��������� -fordelte udfald. I Kapitel 1 ser vi
endviderepåetparmetodertil estimationaf denukendteparameteri enstatistiskmodel. Denene
metodeerenvariansreducerendevariantaf denanden,detvil sige,atvariansenaf estimatetbliver
mindre,i forhold til denoprindeligemetode,når vi anvenderdenvariansreducerendemetode.

I Kapitel 2 indfører vi diffusionsprocesserne,og vi finder nogle metodertil simulering
af disse. Vi ser dernæstpå estimationaf parametrenei en diffusionsprocesvha. de lineære
estimationsfunktioner.I denforbindelseanvendesdenvariansreducerendemetodefra Kapitel 1.
Endelig afprøvervi metodernepå et eksempel,og vi ser i hvert fald en tidsmæssiggevinstaf
den variansreducerendemetode.

I Kapitel 3 servi på estimationvha. approksimativlikelihood inferens.Det, somvi gør,er,
at vi på passendevis approksimererlog-likelihoodfunktionenfor diffusionsprocessenog dernæst
finderestimatetfor parameteren,someventueltkanværeflerdimensional,vedat maksimereden
approksimativelog-likelihoodfunktion. Grundentil, at man approksimerer,er, at det ofte er
sværtat finde overgangstæthedernefor diffusionsprocesserog dermedsværtat finde et i praksis
brugbartudtryk for densædvanligelog-likelihoodfunktion.Vi afprøvermetodenpå et eksempel
og får i denforbindelsebrugfor ennumeriskmaksimeringsprocedure,somkanfindemaksimum
uden brug af differentiation, idet det er svært, for ikke at sige umuligt, at differentiereden
approksimativelog-likelihoodfunktion.

I Kapitel 4 ser vi på stokastiskevolatilitets modeller, og vi kommer med et forslag til
en simulationsbaseretestimationsmetodefor dennetype diffusionsprocesser.Hvorvidt denne
metodeer brugbar,er lidt uvidst,dadepraktiskeundersøgelsermå sigesat værei denindledende
fase.

Vi haranvendtprogrammeringssprogetPascaltil depraktiskedeleaf specialet,og program-
merneer gengiveti AppendiksA. Man kannaturligvisdiskutere,om alle disseprogrammerskal
med eller ej, men de repræsentererdog en væsentligdel af arbejdsbyrden.
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1 Simulering.

1.1 Generering af stokastiske variable.

Når man skal simulere, har man brug for at frembringeudfald fra stokastiskevariable.
Ved simulering af diffusionsprocesserhar man f.eks. brug for udfald fra normalfordelingen
og gammafordelingen.Der findes utallige metodertil genereringaf disseudfald, og vi vil
i det følgendesammenligneet par stykker af disse. Man kan endviderebenytte forskellige
programmeringssprogeller færdige programpakker. Vi har valgt at bruge Berkeley Pascal
krydret med et par C-funktionerog C-procedurer(programmeringssprogetC), men det er nok
en overvejelseværd,om man har tid til at læreet af de nyeresprog(f.eks. C), som dels har
flerenyttigeindbyggedefunktionerog delsgiver enbedreudnyttelseaf denyehurtigemaskiner.
Programmernekørerganskeenkelthurtigere,så i det langeløb er lærepengenesikkertgivet godt
ud. Vi har endvidereanvendtprogrampakkenS-PLUStil tegningaf blandtandetQQ-plot.

1.1.1 Tilfældige tal på computer.

Et tilfældigt tal er i computer sammenhængeet udfald fra den uniforme fordeling på
intervallet ��������� . De tilfældige tal er voresudgangspunkttil frembringelseaf udfald fra andre
fordelinger. En computerkan i sagensnatur ikke give os rigtige tilfældige tal, men der findes
efterh̊andengodealgoritmer,somgenererersåkaldtepseudo-tilfældigetal. Vi har overaltbrugt
C-funktionen drand48, som skulle give nogle gode tilfældige tal. Med gode tilfældige tal
menes,at hvis vi generereren følge af pseudo-tilfældige tal, så kan de ikke skelnesfra en
følge af uafhængigeudfald fra den uniforme fordeling på ��������� . For ikke at få den samme
følge af pseudo-tilfældigetal hver gang, skal generatoreninitialiseres. I vores tilfælde gøres
dettemed C-procedurensrand48samtC-funktionentime – time(0) giver antal sekundersiden
1. januar1970. Vi initialisereralts̊a talgeneratorenved at skrive linien srand48(time(0));i vore
programmer– naturligvis før kald af drand48!

Test af talgeneratoren.

Da megetaf simuleringernestroværdighedligger i, at de pseudo-tilfældigetal er gode,vil
vi udførenoglefå testaf talgeneratoren.Da det er en indbyggetfunktion, og vi derfor ikke ved
hvordantalleneegentligfrembringes,kan vi kun testedenvha. empirisketest. Helt præcistvil
vi generere����������� pseudo-tilfældigetal, hentedemover i S-PLUSog dér lave QQ-plot samt
histogrammerfor at tjekke, om de følger en U(0,1)-fordeling. For at testeuafhængigheden,vil
vi tegneautocorrelationsfunktionensamttegne �������������������! #"%$ op mod &�')(�*�+�+�+�*�'�,-$ , detvil sige,
vi plotter punkterne&�'#"�*.'/(0$1*�&�'/(0*.'/2�$3*�+�+�+�*�&4'�,	5�"�*.'�,-$ . Pascal-programmetfindesi AppendiksA
afsnit A.1, og S-PLUS-programmetfindes i AppendiksC afsnit C.1. Resultatetaf kørslener
gengiveti figur 1 – 4. Figur 1 og 2 giver ikke grundtil at betvivleantagelsenom, at depseudo-
tilfældige tal stammerfra en 6�&87�*�9:$ -fordeling. Figur 3 og 4 giver ikke grund til at betvivle
antagelsenom uafhængighed.Det ser alts̊a ud til, at kvaliteten af vore pseudo-tilfældigetal
er ganskegod.
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Figur 1: Test af talgeneratorenvha. QQ-plot.
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Figur 2: Test af talgeneratorenvha. histogrammer.
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Figur 3: Test af talgeneratoren– tjek for uafhængighedvha. autocorrelationsfunktioner.
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Figur 4: Test af talgeneratoren– tjek for uafhængighed.
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1.1.2 Generering af udfald fra normalfordelingen.
Problemet, med at frembringe udfald fra andre fordelinger ud fra udfald fra 6�&87�*�9�$ -

fordelingen, kan gribes an på flere forskellige måder. Det mest præciseer selvfølgelig en
1–1 transformation,men i praksiskan en sådantransformationværefor tidskrævende,og man
kan derfor værenødt til at vælgemindrepræcisemenhurtigerealgoritmer. Isærfør i tiden – i
computersammenhængebetyderdettefor 10-40år siden– var maskinerneofte for langsomme
til depræcise1–1transformationer,og manbrugtederforandrealgoritmer,somapproksimerede
denønskedefordelingtilpasgodt. De pseudo-tilfældigetal var ofte ikke særligtgode,så manhar
måskeopn̊aetnæstenlige sågoderesultatermeddeapproksimerendemenhurtigealgoritmersom
meddepræcise1–1 transformationer.Somvi alleredeharset,er vorepseudo-tilfældigetal gode,
ogmaskinerneernusåhurtige,atvi ikke vil ladeosnøjemeddårligeapproksimationsalgoritmer.

Vi vil kunsepå frembringelseaf gammaognormalfordelteudfald,mendererenomfattende
litteratur om andretransformationer– se f.eks. Kelton & Law [11], Morgan [17], Ross[21]
samtreferenceri disse. Vi kan endviderenævneDevroyes843 sider tykke bog [6] om emnet
“metoder til genereringfra diversefordelinger”. Vi vil i dettedelafsnit se på tre metodertil
frembringelseaf normal fordelte udfald; Box–Müller metoden,Polar Marsaglia metodenog
Kinderman–Ramagealgoritmen. Den førsteer en 1–1 transformation,den andener en variant
af den første,og den tredje er en approksimationsalgoritmefra 1976.

For at tjekkekvalitetenaf algoritmernehar vi for hver af de tre algoritmergenereret10.000
udfaldog vha. S-PLUStegnetQQ-plot samthistogrammer.Vi harendvideremålt denCPU-tid,
der brugestil beregningaf 10.000.000udfald, så vi kan sammenligneeffektiviteten af de tre
metoder.Dennesammenligningaf hastighedharvi endviderelavetpå flere forskelligemaskiner
med forskellig CPU-kapacitetog -hastighed.

Måling af CPU-tid.
Målingerneaf CPU-tidenvoldte en del kvaler. Der er ikke en indbyggetfunktion i Pascal,

menheldigvisfandtvi enC-funktiontil formålet. C-funktionenclock returnerer(i et C program)
den CPU-tid målt i mikrosekunder,som er brugt sidenførstekald af clock. For at få tiden i
sekundermå manså divideremed1.000.000(antalletaf mikrosekunderpr. sekund).“Klokken”
springermed10.000mikrosekunderaf gangenog visesi C-sprogetsomunsignedinteger. For
at undg̊a overløbspringerdentil 0 efter kun 4295sekunderCPU-tid,det vil sige,at næstekald
af clock viser tidsforbrugetsidenspringettil 0 – ikke tiden sidenførstekald af clock. I Pascal
findestypenunsignedinteger ikke, så her regnesi integer. Funktionenclock starterogs̊a her i
0, menspringertil minint (mindsteheltal; –2.147.483.648),når denkommertil maxint (største
heltal; 2.147.483.647),det vil sige, at næstekald af clock blot viser det heltal (positivt eller
negativt),som“klokken” er nået til. Vi klarer problemernepå følgendemåde:

= Vi kalderclock så ofte, at der højster ét spring fra maxint til minint sidensidstekald.

= Hvis der ikke har væretet spring,opgørestidsforbrugetsidensidstekald som:
CPU_forbrug= CPU_new– CPU_old.

= Hvis der har væretet spring,opgørestidsforbrugetsidensidstekald som:
CPU_forbrug= maxint – CPU_old+ CPU_new– minint + 1.
Bemærk,at vi lægger1 til, da punktetminint skal tællesmed. Dettesvarerjo til, at minint
er det næstepunkt, maxint+1, efter maxint.
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Det sidstepunkt indsesmåskelettestvha. følgendelille tegning:

maxintminint> 0CPU_new
?

CPU_old

Figur 5: Den tykke linie angiver CPU-forbruget.

Box–M üller metoden.
Dennemetodestammerfra Box og Müllers artikel [4] fra 1958 og er som sagt en 1–1

transformationaf @�A8B�C�D:E -fordelte variable. Den får i litteraturenofte skyld for at være for
langsom, idet der indgår nogle trigonometriskefunktioner. Tidligere var algoritmerne til
beregningaf trigonometriskefunktioner nemlig ret langsomme,men i dag (i hvert fald på
vore maskiner)er der indbyggetnogle hurtige algoritmer, og som vi skal se, er Box–Müller
metodenfaktisk den hurtigsteaf de tre metoder,vi betragter. En ting, man kan udnytteved
algoritmen,er, at vi får to udfald ved hvert gennemløb. Vi skal alts̊a kun brugedet halveantal
gennemløbfor at få det sammeantaludfald, somf.eks. Kinderman–Ramagealgoritmengiver.
Der er endvidereingen“rejectionled” i dennealgoritme,så hvis vi kommermedto uafhængige@FAB�C�D:E -fordeltevariable,så får vi to uafhængigeGHA8B�C�D:E -fordeltevariablehvergang.VedPolar
Marsaglia metodensker dette kun cirka tre ud af fire gangeog ogs̊a i Kinderman–Ramage
algoritmen,indgår der nogle “rejectionled”.

Box–Müller algoritmen.
Lad @JI og @LK væreuafhængige@�A8B�C�D:E -fordelte stokastiskevariable.
Lad M IONQP RTSTU�V�WXAY@JI%EZU�[�\:]�A^STU�_`U:@LK0E
og M KaNQP RbScU�VdW�AY@eI%EZU�].fdW�A^STU�_gU:@LK0E .
Da er

M I og
M K uafhængigeG�AB�C�D:E -fordelte stokastiskevariable.

Bevis.
Lad h NiP RTSTU�VdW�Aj@JI�E og klNmSTU�_gUn@LK ,
så har vi, jfr. Hoel, Port & Stone[8] side 118-119,ath Kpomq A DS E og k o @FAB�CrS�_sE ,
og de er uafhængige.
Lader vi nu A h CrktE værede polærekoordinaterfor et punkt A M C3uwv i x ,

R
y

Θ
z

X
{

Y
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så ved vi, at | }m~������n���^� v og � }�~����������8� v .
Vi får derfor, at|

xJ� � x }m~ x �	��%��� x �^� v � ����� x �^� v.v }�~ x og ��}m�n���%�3�:���
|
� v .

Lad os finde den simultanetæthedfor �
|
� �wv :

Vi har transformationen� �� x �3� v }Q�Y� � x �����n��� � v � � � x �����d�X� � v.v }Q�4� �1� v ,
så Jacobiantenbliver

� }������
���d� �.���  8¡1¢Y�¤£1¥¦¥���1� ���d� �.��� ¢¦§©¨:�ª£3¥¦¥���.����d� �.���  8¡.¢��ª£1¥¦¥��£ ���d� �.��� ¢�§«¨n�ª£3¥¦¥��£ �����

}¬�����
 8¡1¢Y�ª£1¥
x � �1�

¢�§«¨:�ª£3¥
x � �.� � � x �����d�X� � v � � x ���%����� � v �����

}¯®° .

Da ~ x og � er uafhængige,får vi følgendesimultanetæthed:±:² ��³ ´ ��� x �3� v } ®° ��µn¶¸· �� � ®°0¹ �»º � xT¼¾½ �3�F¿gÀ ½ � °�¹OÁ .
Idet vi bemærker,at ��� x �3� v }

� ¶�Â ��� �.� v , giver den almindelige transformationssætning, jfr.
Hoffmann–Jørgensen[9] formel (8.2.2), at

±�Ã ³ Ä ��� �1� v } ± ² ��³ ´ � � ¶�Â ��� �1� v.v� } ° ��®° ��µ�¶e· �� �Å®°0¹
} ®°0¹ ��µ ¶ÇÆÉÈ �^Ê�Ë^�8Ì� } ®� °0¹ ��µ ¶ È

�� � ®� °�¹ ��µ ¶
Ë �� �¸º � �.�Í¿ .

Heraf ser vi, jfr. Hoel, Port & Stone[8] side 143-144,at

|
og � er uafhængige,samtat de

beggeer Î � ½ � ® v -fordelte.

Et Pascal-program,somfrembringer10.000udfaldfra Î � ½ � ® v -fordelingenvha. Box–Müller
algoritmen,findesi AppendiksA afsnit A.2. Ved hjælpaf S-PLUS,seAppendiksC afsnit C.2,
får vi det QQ-plot og histogram,somer vist i figur 6. Det ser jo virkelig godt ud.
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Figur 6: Kontrol af Box–Müller metoden.
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Et Pascal-program,sommåler hvor megetCPU-tid,der brugestil genereringaf 10.000.000
udfald vha. Box–Müller algoritmen,kan findesi AppendiksA afsnit A.3. Resultateter vist i
tabel1, hvor vi sammenlignermedde to andrealgoritmerog forskelligemaskiner.

Maskine\ Metode Box–Müller PolarMarsaglia Kinderman–Ramage

elrond 49.54 51.67 80.91

gandalf 51.17 54.36 87.40

smaug 54.57 56.97 89.44

denethor 61.14 64.92 106.18

saruman 72.61 72.68 120.69

frodo 84.19 90.22 151.04

sauron 95.38 99.78 162.62

Tabel 1: Sammenligningaf metodertil frembringelseaf normal fordelteudfald ved måling
af denCPU-tid der brugestil genereringaf 10.000.000udfald.

Polar Marsaglia metoden.
PolarMarsagliametoden,ofteblot kaldetPolarmetoden,var,dadenkomfrem,enforbedring

af Box–Müller metoden,som undgik brugenaf trigonometriskefunktioner. Metodener første
gang beskreveti Marsagliaog Brays artikel [16] fra 1964. I artiklen beskrivesegentlig en
algoritmeaf sammetype som Kinderman–Ramage,hvor forskellige approksimationerstykkes
sammen,og Polarmetodenbenytteskun til frembringelseaf punkteri “halen”.

Marsaglia algoritmen.

1. Geneŕer to pseudo-tilfældigetal ÏÑÐ og ÏÓÒ . Lad Ô:Õ�Ö�×TØ�Ï�ÕÑÙÛÚ for ÜsÖiÚ�Ýr× og Þ�ÖmÔ ÒÐJß Ô ÒÒ .
2. Hvis ÞáàâÚ (eller ÞãÖãä ), så gå til trin 1. Ellers lad åæÖèç Ùb×cØ�éëê�ì�Þîíjï:Þ , ð#ÐñÖòÔ	ÐóØôå

og ð/Ò�ÖõÔnÒ�Ø�å .

Problemet ÞöÖ ä sker i teorien med sandsynlighednul, men pga. unøjagtighedenved
repræsentationpå encomputerer Þ i praksislig nul i et lille intervalomkringnul og derformed
positiv sandsynlighed.For at undg̊a problemetmedat programmetstandser,fordi vi forsøgerat
beregnelogaritmenaf nul samtdivideremednul, harvi derfor tilføjet, at Þ skal væreforskellig
fra nul. Vi bemærker,at der i punkt 2 er et “acceptance-rejectionled”.Sandsynlighedenfor
acceptkan let beregnes:

Vi bemærker,at ÔôÐ og Ô:Ò er ÷�ì�ÙøÚ�Ý�Ú�í -fordelte,så ìÔôÐ�Ý.ÔnÒ�í er et punkt i et kvadrataf areal
fire. Vi acceptererså punktet,hvis det tillige ligger på enhedsdisken,dvs. hvis Ô ÒÐÓß Ô ÒÒFù Ú .
Acceptsandsynlighedener derfor

ú ì acceptí»Ö arealaf enhedsdisken
arealaf kvadraten

Öüû ýÿþÖ���� þ � ý�� .
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Trodsdet lidt modstridendei, at vi smidernæstenhvert fjerde par af pseudo-tilfældigetal
væk, var metoden,da den kom frem, hurtigereend Box–Müller metoden,idet man undg̊ar
kald af cosinus-og sinusfunktionerne.Et bevis for, at hvis ÷JÐ og ÷»Ò er uafhængige÷�ì8ä�Ý�Ú�í -
fordelte stokastiskevariable,og ì��ÑÐ�Ý	�/Ò�í ligger på enhedsskiven,så er 
ÍÐ og 
 Ò uafhængige� ìä�Ý�Ú:í -fordeltevariable,kan findesi Morgan[17] afsnit 4.2.2eller Devroye[6] afsnit 4.4.

Et Pascal-programtil dennemetodefindes i AppendiksA afsnit A.4, og resultateter vist
i figur 7 . Som vi ser og forventede,er kvalitetenlige så god som ved Box–Müller metoden.
Pascal-programmetmodificerespå sammemådesomvedBox–Müller metodentil at måleCPU-
forbruget, og resultateter vist i tabel 1. Vi ser, at Marsagliaalgoritmenbruger lidt længere
tid endBox–Müller algoritmen! Argumentetfor at brugePolarMarsagliametodenholderalts̊a
ikke længere.
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Figur 7: Kontrol af Marsagliaalgoritmen.

Kinderman –Ramage metoden.
Dennealgoritme skulle væremegethurtig, jfr. bla. Kelton & Law [11] side 491-492.

Den er dog nogetmerekompliceret,og så vidt vi kan sehverkensærligeffektiv eller præcis.I
Kindermanog Ramagesartikel [13] fra 1976sammenlignesforskelligemetodertil frembringelse
af ���������� -fordelte variable. De sammenlignerbla. Polar Marsaglia algoritmen, algoritmen
beskreveti Marsaglia& Bray [16] samt selvfølgelig deresegenalgoritme. De konkluderer,
at deresalgoritme er hurtigst, men ser ikke på kvaliteten. De bemærkerdog, at man for en
given maskinebør prøveog sammenligneflere forskelligealgoritmer,da en algoritme,som er
hurtigstpå énmaskine,ikke nødvendigviser detpå enandenmaskine.De har faktisk prøvetpå
to forskellige maskiner,og der er hele to eksemplerpå, at en algoritme,som er hurtigereend
en andenalgoritmepå den enemaskine,er langsommerepå den andenmaskine.Vi ser ingen
eksemplerpå dette fænomeni tabel 1, så vi kan med sindsrobrugeden sammealgoritmepå
alle maskinerne.Af tabel1 kan vi endviderese,at elrond er denhurtigstemaskine.Vi vil her
blot gengivealgoritmenog henvisertil argumentationeni artiklen. Overalthvor derst̊ar geneŕer,
menesfrembring et pseudo-tilfældigttal, og hvor der st̊ar returńer � , menesstop algoritmen,� er det ønskedetal.

Et Pascal-programtil Kinderman–Ramagealgoritmenfindesi AppendiksA afsnit A.5, og
resultateter vist i figur 8. Den centraledel af QQ-plottetser helt fin ud, men det går da helt
galt i halerne.Histogrammeter lidt skævmedfor megetvægti dennegativedel. Det ville vist
værelidt af en påstandat kalde disseudfald normalfordelte.
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Kinderman–Ramagealgoritmen.
Sæt � Öõ× þ ×�Ú���ä�� � ������Ú���� ý ��Ú .
1. Geneŕer Ï . Hvis Ï! Qä þ ��� ý ä��:ä ý äô×�×�"���� � � , så geneŕer Ô og

returńer ð Ö#��Ø-ì�Ú þ Ú���Ú�Ú���Ú���� � ý�ý�ý Ú��nätØ�Ï ß Ô ÙlÚ:í .
2. Hvis Ï$ �ä þ "�������Ú�ä�" � ý Ú%������"�� , så gå til trin 4.

3. Geneŕer Ô og Þ . Sæt & Ö'� Ò ï�×cÙ é�êXì�Þøí . Hvis Ô Ò Ø�&pà$� Ò ïn× , så gentagtrin 3.
Ellers hvis Ï( ä þ "������ ��� ý ���nä�����" ý " , så returńer ð`Ö') *,+�- . Ellers returńer .0/2143 *5+�- .

4. Hvis 6$798�:<;�=�>�?�*�8�>�*%@�?�;�8�@�A�B , så gå til trin 6.

5. Geneŕer C og D . Sæt E'/ CF1GD og -H/ IJ128K:LA�B�8�>�B�@�>�8NM�;�*KM�;�A�8O+QPSRUTWV�CQXYD[Z . HvisP]\�^_V�CQXYD`Zba$8�:L?�=�=�=�;KM%=�B�M�A�A�?�A�8�M , så gå til trin 9. Hvis 8K:L8�B�@�*�@�8�=�8�B�?�=�8KM�M�Mc+KdeEfdNa$ghVi-YZ ,
så gå til trin 9. Ellers gentagtrin 5. Her er gjVk-YZl/nmoVk-YZo1p8�:qM�>�8�8�*�=KM�;�M�8�A�>�=�A�Br+�ViI`1�d -�d<Z
for d -�ds7GI (opfyldt pr. konstruktion),med mjVk-YZt/vuw^yx4Vz1t-|{~}�*�Zz} 3 *�� (tæthedfor ��V�8�X�M�Z -
fordelingen).

6. Hvis 6$798�:<;�M�M�B�M%*�?�>�8�*�>�>�?�8�B , så gå til trin 8.

7. Geneŕer C og D . SætE�/$CW1�D og -b/$8�:<@�?�;�?�*�?�@�8�@�*�*�*�@�@yM��OM�:qM�8�=�@�?�B�A�A�M�8�*�*�8�?�8f+�PSR�TyV�CQXYD4Z .
Hvis P�\�^WVkCQXYD4Zba�8K:L>�?�*�>�B�@�;�?�A�A�?KM�?�;�8 , så gå til trin 9. Hvis 8K:L8�@�;�*�A�@�@�;�A�B�?�BKM%*�>_+zdeEfd�a$ghVi-YZ ,
så gå til trin 9 (f(t) – se underpunkt 5). Ellers gentagtrin 7.

8. Geneŕer C og D .
Sæt E�/'C�1!D og -�/�8�:<@�?�;�?�*�?�@�8�@�*�*�*�@�@yM�1�8�:L=�;�=�=�8�?KM�B�>�8KM%=�;�@�8t+�PSR�TWVkCQXYD4Z .
Hvis P�\�^WVkCQXYD4Zba�8K:L>�8�=�=�?�?�;�*�@�@�*�B�>�M%? , så gå til trin 9.
Hvis 8�:L8�=�B�B�?�?�=�@�;�=�8�A�>�>�At+�deEfdNa$ghVi-YZ , så gå til trin 9 (f(t) – seunderpunkt 5).
Ellers gentagtrin 8.

9. Hvis E�7�8 , så returńer .�/9- . Ellers returńer .p/�1�- .
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Figur 8: Kontrol af Kinderman–Ramagealgoritmen.
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Programmetmodificerestil måling af CPU-forbrugetpå sammemådesomved Box–Müller
metoden,og resultateter vist i tabel 1. Vi ser, at dennealgoritme tager betragteligtlængere
tid end de to andrealgoritmer! Det kan selvfølgeliggodt være,at programmetkan forbedres,
men næppenoget der gør dennealgoritme hurtigereend de to andre. Der er endviderealle
mulighederfor at tasteforkert, når ovenst̊aendealgoritmeskal implementeres– endnuen grund
til at vælgeen mereoverskueligalgoritme. Kvalitetenaf halerneer ogs̊a så dårlig, ikke mindst
sammenlignetmedde to andrealgoritmer,at det ikke kan betalesig at spildemeretid på denne
algoritme. Den var sikkert god i 1976,men nu er den vist kun et godt eksempelpå, at det er
værdat overvejehvilken algoritme,man skal benytte.

1.1.3 Generering af udfald fra gammafordelingen.
I dettedelafsnitskaldet så handleom genereringaf udfald fra gammafordelingen.Somved

normalfordelingenfindesder et hav af metoder– seDevroye[6] afsnit IX.3. Vi vil her kun se
på nogle få metoder,som er identiskemed de metoder,der er angivet i Kelton & Law [11].
Metoderneer der af acceptance-rejectiontypen – se f.eks. Kelton & Law [11] delafsnit8.2.4,
Morgan[17] afsnit 5.3 eller Devroye[6] afsnit II.3 for en nærmeregennemgangaf acceptance-
rejection metoden.

Dette delafsnit er et nødvendigt redskab, når vi i Kapitel 4 skal simulere stokastiske
volatilitets modeller. Vi vil ikke argumenterefor, hvorfor og hvordan algoritmernevirker,
men blot tjekke dem vha. QQ-plot. Det ville naturligvis væreet interessantemnei sig selv
at verificere de forskellige algoritmer,men af tidsmæssigeårsagermå vi afst̊a fra at give en
nærmeregennemgangher.

Førvi går i gangmedat opskrivealgoritmerne,er detenfordelat selidt på nogleegenskaber
ved gammafordelingen.I Lemma1 nedenforopremsesnogle resultater,som er velkendtefra
ethvertintroducerendekursusi sandsynlighedsteori– sef.eks. Hoel, Port & Stone[8].

Lemma 1.
Lad � �#�bV���Xw�_Z , hvor ���28 og �!��8 . Da gælderfølgende:

i). �[+�� ���bV��bXw�f}���Z , �s����8 .
ii). Hvis �2/�M , vil � ����V �sZ .
iii). Hvis �$�G8 er heltallig, har vi følgendefordelingsfunktionfor � :

¡j¢ Vi.sZ�/
£¤¦¥[§�¨�©KªW«¬¯®f°5±q²�³ ´%µ·¶w³ ¸º¹%»Y¼ ½�¾ , ¿(À�ÁÁ , ¿(ÂÃÁ

Af Lemma1 punkt i) servi, at vi kan nøjesmedat generereudfald fra ÄbÅ�Æ�Ç §�È -fordelingen.Vi
vil endvidereopdeleproblemeti udfaldfra gammafordelingen,hvor ÁÉÂÊÆ�Â § , ÆÌË §

og Æ�Í § .
Algoritme for 0 < Î < 1.

Når vi senereskal anvendeudfald fra gammafordelingen,har vi teoretiskset ikke brug for
en algoritmefor Á�ÂvÆnÂ §

. I praksisviser det sig dog at værenødvendigt,og vi vil derfor
gengivedenalgoritme,somer nævnti Kelton & Law [11] delafsnit8.3.4. Algoritmen stammer
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oprindeligt fra Ahrens og Dieters artikel [1] fra 1974 og er som sagtaf acceptance-rejection
typen. En nærmeregennemgangkanfindesi Ahrens& Dieter [1] eller Kelton & Law [11], hvor
algoritmenkaldesGS. Den kan faktisk ogs̊a brugesfor Æ�Ë §

, hvilket vi dog ikke vil udnytte.

Ahr ens& Dieter algoritmen.
Sæt Ï�Ë ¸zÐ ©¸ , hvor Ñ�ËÒÑ~¿NÓWÔzÕ�Ör×ÒØKÙLÚKÕ�Û�Ø�ÛKÕ�Û�Ø�Û%Ü�Ý�Þ�ß�Ü�Ý�Ø�à�Ý�à�á�ß�Ø�Û�Ú .
1. Geneŕer to tilfældige tal âsã og âfä . Lad å0×çæ�è�âsã . Hvis å�éçÕ , så gå til trin 3.

Ellers gå til trin 2.

2. Lad êH×nå�ëì . Hvis âíäÉî�ï�ðQñ , så accept́er ê . Ellers gå til trin 1.

3. Lad êÌ×ÒòFóUôWÔ~õ ðNö÷ ÖrÙ Hvis âíä�î�ê ÷ ð ã , så accept́er ê . Ellers gå til trin 1.

For at beregneå�ëì benyttesomskrivningenå�ëì ×øï~ù<ú�û ö ëìíü ×øïyý þ|ÿ � �ì . Tilsvarendebenyttervi,
at ê ÷ ð ã ×�ï û ÷ ð ã ü�� ù ú�û ñ ü .

I AppendiksA afsnitA.6 findeset Pascal-programtil genereringaf 10.000udfaldfra
� Ô�����Õ�Ö -

fordelingenvha. Ahrens–Dieteralgoritmen.Vi har for tre � -værdiersimuleret à
	0Õ�ß�ß�ß�ß udfald
og dereftertegnetde tilhørendeQQ-plot vha. S-PLUS,seAppendiksC afsnit C.3. De ni QQ-
plot er vist i figur 9. Vi ser, at algoritmenikke er fantastiskgod ved helt små værdieraf � ,
men derudoverser det helt fint ud.
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Figur 9: Kvalitetskontrolaf Ahrens–Dieteralgoritmen.
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På sammemåde som ved genereringfra normalfordelingen,se AppendiksA afsnit A.3,
modificeresPascal-programmettil målingaf denCPU-tid,derbrugestil genereringaf 10.000.000
udfald fra gammafordelingenvha. Ahrens–Dieteralgoritmen.For at tjekkeen påstandi Ahrens
& Dieter [1], om at CPU-forbrugeter størstfor �p×�ß�Ù<Û , vil vi undersøgelidt flere værdieraf� , endde værdiervi anvendteved QQ-plottene.Resultatetaf detteer vist i tabel2. Vi ser,at
CPU-forbrugetaftager,når � går mod nul, og at påstanden,om at CPU-forbrugeter størstfor��×Gß�Ù<Û , serud til at passe.Vi bør vel i denneforbindelsenævne,at vi har anvendtmaskinen
elrond under dissetidsmålinger.÷ 0.02 0.33567 0.7 0.8 0.9 0.98 1

CPU-forbrugi sek. 93.83 115.63 129.73 130.65 130.02 126.51 121.51

Tabel 2: Måling af CPU-forbrugetved genereringaf 10.000.000udfald fra����������
-fordelingenvha. Ahrens–Dieteralgoritmen.

Algoritme for � = 1.
Som vi så i Lemma1 punkt ii), kan tilfældet ����� klaresmed eksponentialfordelingen.

Dettegøresi praksisvha. nedenst̊aendeLemma2. Bemærk,at vi hermedhargivet enalgoritme
til genereltat frembringeudfald fra eksponentialfordelingen.Lemma2 er et velkendtresultat
og viseslet vha. resultaterfra Hoel, Port & Stone[8], så bevisetudeladesher.

Lemma 2.
Lad �����! #"%$&�(' og sæt ) �+*-,/.0 1�2' . Da gælder,at ) �435 6�(' .

Bemærkning.
Faktisk kendesfordelingsfunktionenjo eksplicit for alle heltallige værdieraf � , se Lemma1
punkt iii), og dettefaktum kan sikkert udnyttestil at lave en algoritmefor alle heltallige � ’er.
Vi vil dog ikke undersøgedetteaspektnærmere.

I AppendiksA afsnit A.7 findeset Pascal-programtil genereringaf 10.000udfald fra 37 6�8' -
fordelingen.Vi har genereret95:;�<"=">"=" udfald og tegnetde tilhørendeQQ-plot vha. S-PLUS,
seAppendiksC afsnitC.3. De tre QQ-ploter vist i figur 10. Vi ser,at kvalitetener ganskegod.
Ved måling af denCPU-tid algoritmenbrugertil at frembringe10.000.000udfald, finder vi, at
det tager42.85sekunder.Vi har igen anvendtmaskinenelrond. Dennealgoritmeer alts̊a cirka
tre gangeså hurtig som Ahrens–Dieter algoritmenfor �?��� , se tabel 2.
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Figur 10: Kvalitetskontrolaf algoritmenfor eksponentialfordelteudfald.
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Algoritme for � > 1.

Den følgendealgoritmestammerfra Chengsartikel [5] fra 1976. En udførlig beskrivelse
kan findesder, og vi vil ikke argumenterefor gyldighedenher. Vi vil dog om lidt tjekke, om
udfaldenefra algoritmernekan antagesat stammefra en gammafordeling.

Chengsalgoritme.
Sæt GH� IJ KML NPO I $RQ5SUT;V?W�XZY�[%\ og ]5S^T`_Uab .
1. Geneŕer to tilfældige tal c a og ced .
2. Sæt fgS�h7ijW/X0Ylknmapo k8m \ og qrS�T;iPsut .
3. Hvis vw_x]yi8fRVzqg{|W/XZY}c d a i>ced<\ , så accept́er q . Ellers gå til trin 1.

Dennealgoritme modificeresi Cheng[5] ved indsættelseaf et “pretest” før trin 3. Derved
undg̊aesendel beregningeraf logaritmefunktioneni trin 3. Ideenmedpretesteter, at betingelsen
i pretesteter stærkereendbetingelseni trin 3, og dettevil vi argumenterefor om lidt.

Chengsalgoritme med pretest.
Sæt h~S a� d�� � oZaj� v2S�TlVzW/XZY�[P\ � ]�S�T-_�ab �

� S�[���� og �~S��y_?W/XZY � \ .
1. Geneŕer to tilfældige tal c a og ced .
2. Sæt f�S�h�i8W/X0Y k ma6o k8m \ � qHS�T`ijs t � � S�c d a i8ced og �5S�vw_r]�i8f�Vgq .

3. Hvis
� i � V��`��� , så accept́er q . Ellers gå til trin 4.

4. Hvis �`{�W/XZY � \ , så accept́er q . Ellers gå til trin 1.

Vi bemærker,at trin 1 og 4 samtdenførstedel af trin 2 er identiskemedtrin 1, 2 og 3 i Chengs
algoritmeudenpretest,menstrin 3 erdetomtaltepretest.Pretesteter ganskeenkeltenudnyttelse
af denvelkendteulighed, q
V���{�W�XZY�q�\Z�eq ��¡ . Hvis vi lader q¢S � i � , med

� �£¡ og � �£¡ , så
får vi nemlig,at

� i � V7�¤V�W�X¥Y � \w{£W�X0Y � \Z� � ��¡¦� � ��¡ . Vi harderfor,at hvis �!{ � i � V7�¤V�W/X¥Y � \ ,
så er �`{4W/XZY � \ , det vil sige, at hvis betingelseni trin 3 er opfyldt, så er betingelseni trin 4
ogs̊a opfyldt. Parameteren

�
skal væreskarptstørre end 0, men kan ellers vælgesfrit. Ifølge

Cheng[5] har valgetaf
�

ikke denstorebetydning,mender har manalts̊a valgt
� S§[���� .

Vi vil undersøgekvalitetenaf udfaldenefra dissegeneratorer,sammenlignehastighederne
samtundersøge,om derkanværetid at sparevedat ændrepå værdienaf

�
. Vi bemærker,at der

pga. af konstanterneh , v og ] er en tidsmæssigforskel på, om vi skal genereremangeudfald
fra sammegammafordelingeller mangeudfald fra gammafordelingermedforskelligeparametre.
En af de

�
-værdier,vi vil undersøge,er

� S�� , idet algoritmenbliver pænerei dettetilf ælde–
delsfordi W/X0Y � \¨S�¡ og delsfordi

� i � S � , når
� S©� . For

� Sª� får vi derforfølgendealgoritme.
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Algoritmen med pretest for « = 1.
Sæt h¬S a� d�� � oZa � vS®T¯V£W�X�Y}[P\ og ]5S®T�_ ab .
1. Geneŕer to tilf ældigetal c a og c�d .
2. Sæt f�S�h�i8W�XZY`k8mapo k8m \ � qHS�T`ijsut � � S�c d a i(ced og �5S�vw_x]yi8fRVzq .

3. Hvis � V£�l�®� , så accept́er q . Ellers gå til trin 4.

4. Hvis � {�W/XZY � \ , så accept́er q . Ellers gå til trin 1.

I AppendiksA afsnitA.8 ogA.9 findesPascal-programmertil genereringaf 10.000udfaldfra° Y�T � �(\ -fordelingenvha. henholdsvisChengsalgoritme(CA) og Chengsalgoritmemedpretest
(CAMP). Vi børnok lige nævne,at compileringaf CAMP giver advarselom, at eksternekald til
label 1 og label 2 er ulovlige. Detteskyldes,at disselabelsindgår i enDO-løkke. Vi har tegnet
QQ-plot ved tre forskellige værdieraf T for CA, for CAMP med

� S�[��±� og for CAMP med� S�� . For CAMP med
� S�� har vi dog modificeretprogrammetefter forskriften i algoritmen

ovenfor. QQ-plotteneer lavet vha. S-PLUS,seAppendiksC afsnit C.3, og resultateter vist i
figur 11. Vi ser,atkvalitetener rigtig godfor alle trealgoritmerog for alledevalgteværdieraf T .
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Figur 11: Kvalitetskontrolaf Chengsalgoritmertil genereringaf ²e³/´¶µ6·�¸ -fordelteudfald for ´7¹`· .
På sammemåde som ved genereringfra normalfordelingen,se AppendiksA afsnit A.3,

modificeresPascal-programmernelet til måling af den CPU-tid, som brugestil genereringaf
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10.000.000udfald fra gammafordelingen.Resultatetaf kørslerne,på maskinenelrond, er givet
i tabel3. Vi ser,at beregningstidenaftager,når º vokser,hvilket ogs̊a er nævnti Cheng[5]. Vi
kan ogs̊a se,at »�¼r½�¾±¿ synesat væreen udmærketværdi for » i Chengsalgoritmemedpretest.

Algoritme ´ =2 ´ =33.567 ´ =68.33

CA 119.42 107.71 108.05

CAMP m. À =1 118.36 107.32 107.26

CAMP m. À =4.5 114.48 105.89 103.60

CAMP m. À =10 116.19 103.60 103.97

CAMP m. À =1000 119.82 109.18 107.98

Tabel 3: Sammenligningaf CPU-forbrugetmålt i sekunderfor Chengs
algoritmerved forskellige ´ -værdier.

1.2 En variansreducerende estimationsmetode.

Når den ukendteparameter» i en statistiskmodel skal estimeres,er man interessereti, at
estimatorener god i den forstand,at den er middelværdiret,konsistentog har en lille “Mean
SquareError” (MSE). Hvis vi antager,at Á» er en middelværdiretestimatorfor » , det vil sigeÂ~Ã Á»(Ä¶¼Å» , så har vi, at MSE bliver ÆÅÇ Â7È Á»ÊÉ�¼ Â~Ã±È Á»ÌËg»ÊÉÎÍMÄ¶¼ Â~Ã±È Á»
Ë Â¢Ã Á»nÄ�ÉÎÍ�Ä�¼ÅÏÑÐjÒ È Á»ÊÉ . Vi vil
derfor opn̊a en bedreestimatorfor » , i denforstandat MSE bliver mindre,hvis vi kan finde en
andenmiddelværdiretestimator Ó» , somharmindrevariansend Á» . Til detteformål findesdiverse
variansreduktionsmetoder– f.eks. “antithetic variables”,kontrol variable,stratificeretsampling
og “importancesampling”. Vi vil dog kun finde en variansreduceretestimatorfor den basale
Monte Carlo estimator,se delafsnit1.2.1, ved hjælp af en kontrol variabel,se delafsnit1.2.2.
Af litteratur om emnetvariansreduktionsmetoderkan vi f.eks. nævneMorgan [17], Kelton &
Law [11] og Rubinstein[22].

1.2.1 Den basaleMonte Carlo metode.
Vi vil først defineredenbasaleMonte Carlo estimator.Lad Ô¯Õ Ö�× væreen funktion

på Ø -dimensionalekontinuertefunktioner. Lad Ù væreen Ø -dimensionalstokastiskvektor og
antag,at

Â~Ã/Ú Ô È ÙHÉ Ú ÄZÛrÜ . Vi er så interesseredei at estimeremiddelværdien»�¼ Â~Ã Ô È Ù�É�Ä . LadÝ Ù¬Þ�ß�à�ánâßäãæå væreen iid følge af ç -dimensionalestokastiskevektorermedsammefordeling somè
. Da defineresden basaleMonte Carlo estimatoraf é ved

êé8ë�ìHí îï ð ëñò�ó0ôZõ¥ö è¬÷
ò�ø1ù

.

Denneestimatorer en middelværdiretestimatorfor é , idet

ú¢û êé<ë�ì¨üeí îï ð ëñòpóæô ú~û õ¨ö èH÷
òäø1ù ü¤ýþý ÿí ú¢û õ¨ö è

ù üí§é .
Ifølge storetals stærkelov, se f.eks. Hoffmann–Jørgensen[9] kapitel 4, vilêé ë�ì ��� ����ë��
	 é ,
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så
êé ë�ì er ogs̊a en konsistentestimator,idet n.s.-konvergensmedførerkonvergensi sandsyn-

lighed. Vi kan desudenbemærke,at�
�� ö êé ë�ì ù í ���� ö îï ð ëñòpóæô õ¨ö è ÷
òäø ùpù ýþýþÿí îï ð ���� ö�õ¨ö è ùpù , (1)

så variansenpå
êé ë5ì afhængerklart af

ï
, og vi kan gøre variansenmindre ved at gøre

ï
større. Vi har såledesalleredefundet én variansreduktionsmetodefor

êé ë�ì .

1.2.2 Kontr ol variable.
Lad os for simpelhedsskyld antage,at vi skal estimereé�í ú~û è ü , hvor

è
er en stokastisk

variabel og
ú¢û�� è�� ü�� � . Antag, at vi samtidig simulerer (eller observerer)en sekundær

stokastiskvariabel � , om hvilken vi ved, at den er korreleret (positivt eller negativt) med
denprimærestokastiskevariable

è
. Endvidereskal � haveen kendtmiddelværdi,

ú~û ��ü0í�� .
Antag f.eks.,at

è
og � er positivt korrelerede.Hvis vi nu observerer,at ����� , det vil sige,

at � er forholdsvisstor, så vil vi ogs̊a forvente,at
è

er forholdsvisstor, da de jo er positivt
korrelerede,det vil sige

è ��é . Vi ønskerderfor at justere
è

ned, så den kommernærmereé . Tilsvarendehvis ����� , så forventervi, at
è ��é , og vil gernejustere

è
op. Vi bruger

alts̊a � til at bestemme,hvilken vej
è

skal justeres– vi kontrollerer
è

med � og kalderderfor� en kontrol variabel.

Spørgsm̊alet er så, hvor meget
è

skal justeres,mendettemå jo afhængeaf, delshvor langt� ligger fra � , og dels hvor stor korrelationenmellem
è

og � er. Derudovervil vi gerne
bevare

è
’s egenskabsom en middelværdiretestimatorfor é . Vi vil derfor benyttefølgende

variabel til at estimere é med:  í è"!�# ð ö ��$%� ù , (2)

hvor
#

er den faktor, som bestemmer,hvor stor justeringenaf
è

skal værei forhold til den
observeredeforskel mellem � og � , det vil sige, at

#
er en skalerendefaktor. Bemærk,atú~û& ü í ú¢û è ü som ønsket,da

ú¢û ��ü�í'� pr. antagelse.Man kan godt gørebrug af mereend
én kontrol variabel,men vi vil ikke komme nærmereind på dennemulighed og henvisertil
Rubinstein[22] kapitel 2. Det er klart, at størrelsenaf

#
må afhængeaf korrelationenmellemè

og � , og i Lemma3 nedenforfinder vi denoptimaleværdi for faktoren
#
.

Lemma 3.
Lad ( ö è ÷ òäø*) � ÷ òäø ù,+ ëòpóæô være en iid følge af stokastiskevektorer med sammefordeling som

ö è
) � ù og antag,at

ú¢û �2ü�í-� og .�/10 ö è ) � ù32í-4 .
Lad endvidere  �÷ òäø í è¬÷ òäø !�# ð ö � ÷ òäø $5� ù )76 í î )98:8:8:) ï .

Da er (  ÷ òäø + ëòpóæô en iid følge af stokastiskevariablemed sammefordeling som
 

, hvor ; er
givet ved formel (2).

Definér endvidere <=�> ?@ A BCD,EGF ;IH DKJ .
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Da gælder,at L3M <=ONP>Q=
, samtat faktoren R kan vælges,så S�T�UWV <=�XZY S�T�U[V <= B]\ X .

Det optimale valg af faktoren R , det vil sige det R , som minimerer S�T�UWV <=�X som funktion afR , vil vi betegnemed R_^ . Vi har, at

R ^ >a`cb
d1e Vgf�h,i XS�T�UWVji X ,

og for dettevalg af faktoren R får vi følgendevariansaf estimatoren:

S�T�UWV <=�X7> S�T�U[V <= B]\ XG` V b�d1e Vgfkhli X*Xnm@ A S�T�UWVji X Y S�T�UWV <= B�\ X .
Bevis.
Fra Hoffmann–Jørgensen[9] formel (2.8.15)og (2.10.6)har vi, at op; H D,Jrq BD�EsF er en iid følge af
stokastiskevariable.
Vi har, at

L3M <=tNu> ?@ A BCD�EsF L3M&;
H D,J Nwvxvzy> L{M|; N H m J> L{M f N�} R A VgL3M i N~`5�PX�> L3M f Nu>�= ,
hvilket giver første del af lemmaet.
Dernæstser vi, atS�T�UWV <=�X vzvxy> ?@ A S�T�UWV�; XH m J> ?@ A opS
T�UWVgf X�} R m A S�T�U[Vgi X�}�� A R A b�d1e Vgf�h,i X qH FrJ> S�T�U[V <= B]\ X�} R m@ A S�T�UWVji X�} � A R@ A b�dOe V�f�hli X , (3)

så vi får, at S�T�UWV <=�X�Y S�T�UWV <= B�\ X�R m A S
T�UWVji X�}�� A R A b�dOe V�f�hli X�Y���� R Y�` m_� \��r� Hx��� �7����l� Hx��� , hvis R�� �R�� ` mK� \���� Hx��� ������K� Hx�s� , hvis R Y�� .
Bemærk,at hvis b�d1e Vgf�h,i X � �

, så skal R vælgesnegativ,og hvis b�d1e V�f�hli X�Y �
, så skalR vælgespositiv. Da b�dOe V�f�hli Xk¡>¢�

, kan R findes,og vi har alts̊a, at R skal vælgesi et af
følgendeto intervaller: � N�� h ` mK� \���� Hx��� ������K� Hx�s� M , hvis b�dOe V�f�hli X�Y��N~` ml� \��r� Hx��� ������_� Hx�s� h � M , hvis b�dOe V�f�hli X � � . (4)
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For at finde minimumspunktetfor S�T�UWV <=�X som funktion af R , differentierevi først S�T�UWV <=�X én
gangmht. R for at finde et ekstremumspunkt:££ R S
T�U[V <=�X Hx¤l�> � A R@ A S�T�U[Vgi X�} �@ A b�dOe V�f�hli X7>���

R >Q`]b�d1e Vgfkhli XS�T�UWVji X > R ^ ,
og derefterendnuen gangfor at vise, at det fundneekstremumspunkter et minimumspunkt:£~m£ R m S�T�UWV <=�X7> �@ A S�T�U[Vgi X � � .
Med dettevalg af faktoren R får vi følgendevarians:

S�T�UWV <=�X Hx¤,�> S�T�UWV <= B�\ X�} VjR_^ X m@ A S�T�UWVji X�} � A R_^@ A b�d1e Vgf�h,i X> S
T�U[V <= B]\ X�} V b�d1e Vgfkhli X*X m@ A VjS�T�U[Vgi X*X m A S�T�UWVji XG` � A b�d1e V�f�hli X@ A S�T�UWVji X A b�dOe Vgfkhli X> S
T�U[V <= B]\ XG` V b�d1e Vgf�h,i X*X m@ A S
T�UWVji X .

Vi kan desudenbemærke,at R ^ ligger i et af intervallernefra formel (4).

Bemærkning.
For denoptimaleværdi ¥K¦ kan vi ogs̊a opskrivevariansenaf estimatetpå følgendemåde:§�¨�©Wª¬«�®�¯ §�¨�©[ª°«1±]²³®:´ ª�µ�¶:·¸ªg¹»º�¼ ®�®�½¾ ¿t§�¨�©Wªj¼ ®ÁÀ�Â*Ã¯ §�¨�©[ª�¹ ®¾ ´ ªjµ�¶O·¸ª�¹�ºl¼ ®�®�½¾ ¿t§�¨�©[ªg¼ ® ¯ §�¨�©[ª�¹ ®¾ ¿jª*Ä ´�Å ½ ª�¹�ºl¼ ®�®

.

Heraf fremg̊ar det tydeligt, at jo mere
¹

og
¼

er korrelerede,jo størreer variansreduktionen.
Faktiskvil variansenaf dennye estimatorgå mod nul, når

Å ª�¹�ºl¼ ®
går mod –1 eller 1. Dette

svarerjo til, at hvis
¹

og
¼

er fuldstændigkorrelerede,så ved vi præcist,hvor meget
¹

skal
justeres. Vi kan endviderebemærke,at variansenbliver mindre, når

¾
bliver større. Denne

egenskabved
« ±�²

, se delafsnit1.2.1, er alts̊a bevaret.

Hvordan bestemmes faktoren c i praksis?
Optimalt skal vi ifølge Lemma3 vælge ¥ ¯ ¥ ¦ , men oftest er

µ�¶1·¸ªg¹�º,¼ ®
, og måskeogs̊a§�¨�©Wªj¼ ®

, ukendt, og dermeder ¥ ¦ ukendt. Dette problem må vi så klare ved at estimere
covariansenog eventueltvariansen. Vi kan f.eks. bruge en indledendesimulering, hvor vi
eventueltogs̊a finder

«1±]²
, til at estimeredissestørrelser.I praksisvælgervi alts̊a

¥ ¦Æ ¯a´5Çµ�¶O·¸ªg¹kºl¼ ®§�¨�©Wªj¼ ® ,

hvis kun
µ�¶O·¸ª�¹�ºl¼ ®

er ukendt,og indsætterendvidereestimatetfor
§�¨�©Wªj¼ ®

, hvis denneogs̊a
er ukendt.
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Hvis
§
¨�©[ªg¼ ®

er ukendt,estimeresdenneved

Ç§�¨�©�ªg¼ ®7¯ Ä¾ ¿ ±ÈÉ�Ê Â ªj¼ À
É
Ã ® ½ ´5Ë ½ ,

som er en middelværdiretestimator,idetÌ3Í Ä¾ ¿ ±ÈÉ�Ê Â ªj¼ À
É
Ã ® ½ ´%Ë ½lÎwÏxÏxÐ¯ Ì3Í ¼ ½KÎ ´%Ë ½ ¯ §�¨�©[ªg¼ ®

.

Her udnyttervi, at middelværdienaf
¼

er antagetkendt. I Ross[21] side 121 foresl̊aesdet
at bruge Ñ ½ ¯ Ä¾ ´ Ä ¿ ±ÈÉ�Ê Â ªg¼ À

É
Ã ´ Ä¾ ¿ ±ÈÒ Ê Â ¼ À

Ò Ã ® ½ ,
som jo ogs̊a er en middelværdiretestimatorfor

§
¨�©[ªg¼ ®
, men hvorfor ikke udnytteat

Ì3Í ¼ Î
er

antagetkendt?

Vi ved, at µ�¶1·¸ªg¹kºl¼ ®�¯ Ì{ÍÓª�¹ ´ Ì3Í ¹ Î ® ¿�ªg¼ ´ Ì3Í ¼ Î ® Î
,

så vi kan estimere
µ�¶O·¸ªg¹kºl¼ ®

vha. følgenderesultat.

Lemma 4.
Lad Ô ªg¹ À

É
Ã º,¼ À

É
Ã ®�Õ ±É�Ê Â være en iid følge af stokastiskevektorer med sammefordeling somªg¹�º,¼ ®

og antag,at
Ì{Í&¼ Î ¯ÖË

er kendt.
Da er Çµ�¶O·¸ªg¹kºl¼ ®�¯ Ä¾ ´ Ä ¿ ±ÈÉ�Ê Â ª�¹ À

É
Ã ´ Ä¾ ¿ ±ÈÒ Ê Â ¹ À

Ò Ã ® ¿�ªg¼ À
É
Ã ´%ËG®

en middelværdiretestimatorfor
µ�¶O·¸ªg¹kºl¼ ®

.

Bevis.
Vi regnerblot på middelværdien:Ì3Í Çµ�¶1·¸ªg¹�º,¼ ® Î ¯ Ì{Í Ä¾ ´ Ä ¿ ±ÈÉ�Ê Â ªg¹ À

É
Ã ´ Ä¾ ¿ ±ÈÒ Ê Â ¹ À

Ò Ã ® ¿�ªj¼ À
É
Ã ´%ËP® Î

¯ Ä¾ ´ Ä ¿ ±ÈÉ�Ê Â Ì3Í ¹ À
É
Ã ¿O¼ À

É
Ã ´ ¹ À

É
Ã ¿ Ë3´ Ä¾ ¿ ±ÈÒ Ê Â ¹ À

Ò Ã ¿O¼ À
É
Ã¸× Ë¾ ¿ ±È Ò Ê Â ¹ À

Ò Ã ÎÏxÏxÐ¯ ¾¾ ´ Ä ¿ Ô Ì3Í ¹Ø¿O¼ Î ´ Ì3Í ¹ Î ¿ Ë
´ Ä¾ ½ ¿ ±ÈÉ�Ê Â Ì{Í

±ÈÒ Ê Â�Ù Ò¬Ú
Ê¸É ¹ À Ò Ã ¿O¼ À

É
Ã × ¹ À

É
Ã ¿O¼ À

É
Ã Î × Ë ¿OÌ3Í ¹ Î ÕÏxÏxÐ¯ ¾¾ ´ Ä ¿ Ô Ì3Í ¹Ø¿O¼ Î ´ ¾ ´ Ä¾ ¿OÌ3Í ¹ Î ¿OÌ3Í ¼ Î ´ Ä¾ ¿OÌ{Í ¹Û¿O¼ Î Õ¯ Ì{Í ¹Û¿O¼ Î ´ Ì3Í ¹ Î ¿1Ì3Í ¼ Î ¯ µ�¶1·¸ªg¹�º,¼ ®
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Bemærkning.

Det kan let vises,at Lemma4 ogs̊a gælder,hvis vi erstatter
Ë

med Â± ¿ ±ÜÉ�Ê Â ¼ À
É
Ã .

Derimod er Ýµ�¶O·~ª�¹�ºl¼ ®�¯ Ä¾ ¿ ±ÈÉ�Ê Â ªg¹ À
É
Ã ´ Ä¾ ¿ ±È Ò Ê Â ¹ À

Ò Ã ® ¿�ªj¼ À
É
Ã ´%ËG®

ikke en middelværdiretestimatorfor
µ�¶1·¸ªg¹�º,¼ ®

.

I Ross [21] side 121 formel (8.3) benyttes

Ýµ�¶1·¸ªg¹kºl¼ ®
som estimator for

µ�¶1·uª�¹�ºl¼ ®
, men

hvorfor ikke brugeen middelværdiretestimator?

I Kelton & Law [11] benyttes Çµ�¶1·uª�¹�ºl¼ ® med
Ë

erstattetaf Â± ¿ ±ÜÉ�Ê Â ¼ À
É
Ã , men igen er der vel

ingen grund til ikke at udnyttevoresviden om, at
Ì3Í ¼ Î ¯'Ë

.
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2 Diffusionsprocesser.

Lad os betragteen Þ -dimensionalstokastiskdifferentialligningÞ¬ß�àsá�âtã�äKå�ßæà*ç,è�é�Þ¬ä�êìë�ã�äKå�ßæàrçlè�é�Þ�í»à , ä³î�ï ä�ðpå,ñóò , ß�àõô³á÷öwà�ô , è�îùø�ú û , (5)

hvor í eren ü -dimensionalstandardWienerproces.Vedenløsningpå intervallet ï ä�ð°å�ñZò til denne
stokastiskedifferentialligning forst̊aes en stokastiskproces ß , som opfylder den stokastiske
integralligning

ß�àsá÷ß�à ô ê àý
à ô âOãnþ¬å,ßæÿ:ç,è�é�Þ�þ³ê

àý
à ô ë�ã�þ¬å,ß�ÿ:çlè�é�Þ�íùÿ , �¸ä î�ï ä�ðpå,ñóò ,

hvor det antages,at de to integraler eksisterer. En sådan løsning kaldes en Þ -dimensional
diffusionsproces,hvis vi har opfyldt visse svagebetingelserpå koefficienterne â og ë , som
sikrer, at den stokastiskeproces ß er en Markov proces.

Driftskoefficienten â��uï ä ð å,ñóò�� ��� �
og diffusionskoefficienten ë���ï ä�ðpå,ñóò	� � � ��
�
antagesat være kendte bortset fra parameterenè , og vi vil drage inferens om è ud fra de
diskrete observationerß�àõô å�ßæà��_å������ å,ß�à�� , hvor ä�ð���ä�������������ä�� . Af bekvemmelighedsgrunde
vil vi senereladeobservationstidspunkterneværeækvidistante,dvs. ä �Pá"!#�%$ , !sá'&[å�(°å��)���zå%* . Vi
vil endviderefor det mestekun sepå det autonometilfælde,alts̊a tilfældet hvor koefficienterne
er uafhængigeaf tiden, det vil sige,at âOã�äKå�ßæà*çlè�é,+�âtã�ß�à�çlè�é og ë7ã�äKå,ß�à*çlè�é-+ ë�ã�ß�à�çlè�é .

Somsagter diffusionsprocesserMarkov processer,og vi vil lade . betegneovergangstæthe-
den .�ãjþ�å*öPå�äKå%/¸çlè�é7á'0214365 1879ã9/	: ö�é .
Likelihoodfunktionenfor è er så, pga. Markov egenskaben,på følgendeform:

; �uãjè�é7á �<
=?>A@CB	DFE =FG	@IH�JLK?MON2PQH E = H�JLK?M�RTSU , (6)

eller, hvis vi betragterdet autonometilfælde, på følgendeform:

V8W D SU8X
WY

=)>Z@CB	D6[ =\H�JLK M]N^P H�JLK M R�S_U ,
hvor [ = X E =a` E =�G	@ . Vi bemærker,at [ = X [ , når tidspunkterneer ækvidistante. Det er
imidlertid oftest svært at bestemmeB og dermedlikelihoodfunktionen. I stedetfor maksimum
likelihood estimationaf S må vi derfor ty til andremetoder.
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2.1 Entydig svag løsning.

Det er klart, at det kun har mening at tale om statistisk inferens for en løsning til en
stokastiskdifferentialligning, hvis en sådanløsning eksistererog er entydig i fordeling. Fra
Kloeden,Platen& Schurz[14] afsnit2.2 får vi nedenst̊aendeDefinition1. Vi bemærker,at ifølge
Hoffmann–Jørgensen[9] afsnit 2.8 er fordeling af J b D6c H�deH%fLUhg Dji HTklU , hvor D6c H%dmHTfLU er
et sandsynlighedsrumog Dji H�klU et måleligt rum, et sandsynlighedsm̊al fAn på Dji H�klU givet ved,
at fAn Dpo UqXrf D J s o UtXufwvxJ Dpo U , y o s'k .

Definition 1.
Lad z {}|^zL~������u� � �����h�p� og �z {�|��zL~%�����u� � �������6� væreto vilk årlige løsningertil den
stokastiskedifferentialligning(5). Lad �A��{�����z og ���� {������z væresandsynlighedsm̊al
på det målelige rum ���a��� � �C�%�l�6� �C�����l� , hvor � er den mindste � -algebrai �8��� � �C�����6� �C� , som
indeholderalle cylindermængdernei �a�T� � �������p� �C� . Det vil sige,at � er � -algebraenfrembragtaf
mængderne|����m�8��� � �C�����6� �C�� ��¡�6¢2£I�-�¥¤q£I��¦�¦I¦I���¡�p¢I§��,��¤¨§^� , hvor ¢�£���¦I¦�¦©�T¢�§��ª� � ������� , ¢I«�¬{'¢©
for ®�¬{°¯ , ¤ £ ��¦I¦�¦©��¤ § �'�x� � � , for ±e{³²���´#��¦�¦I¦ .
Da siges z at væreen entydigsvagløsning,såfremt z og �z er identisk fordelte,det vil sige,
såfremt � � �6¤µ�¶{·� �� �6¤µ� , ¸¹¤ ��� .

Antagelse1.
Vi vil antage,at den stokastiskedifferentialligning (5) har en entydig svag løsning for alleº ~?»¼� � og ½"�¿¾ .

Fra Pedersen[18] får vi nedenst̊aendeBetingelse1, og de relevantelitteraturhenvisninger
kan findes der.

Betingelse1.
Lad À�Á�À betegneden euklidiske norm.

B1). For alle Âu� � � ������� eksistereret ÃÅÄ��Æ�?Ç��QÈÉ� , såledesat

ÀQ�4�9��� ºAÊ ½�AËÌ�4�F����Í Ê ½_��À�ÎÏÃ Ä Á#À º ËÐÍ�À ogÀQÑ2�F��� º�Ê ½�¡ËÒÑ^�F����Í Ê ½_��ÀÓÎ"ÃÔÄ�ÁÕÀ º ËÌÍ�À
for alle �x�'� � �2�TÂx� og º �%Í�� � , hvor endvidere À º À�ÎÖÂ og À�Í�ÀtÎÖÂ .

B2). For alle ×w�Ö� � ������� eksistereret Ø�ÙÒ�Ú��Ç��©ÈÉ� , såledesat

ÀQ�4�9��� º�Ê ½_��À4ÛÖÀQÑ^�F��� º�Ê ½_�IÀ�Î"Ø�ÙµÁ��²-ÛÖÀ º À��
for alle ���u� � � �T×4� og º � � .

B3). Ü�Ý�Ü matricen Þß�9��� º�Ê ½_�-{É�4�F��� º�Ê ½� �áàâ�F��� º�Ê ½_� er positiv definit og dermedinvertibel for
alle ���ã� � ������� og º � � .
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Ifølge Pedersen[18] sikrer betingelserneB1) og B2), at denstokastiskedifferentialligningi
formel (5) har en entydig svagløsning,og betingelserneB1) – B3), at vi for hvert ½��ª¾ har
en entydig familie |2��äQå æ%å çéè¡¢e�ê� � �C�%�l�6� º � � � af sandsynlighedsm̊al på det målelige rum�F�a�T� � �������p� � �T�T��� , somer angiveti Definition 1. Med en entydigfamilie |2� ä èë½L��¾ë� menes,
at � ä\ì {¿� ä\íïî ½�£t{°½�ð . Sandsynlighedsm̊alene � äQå æ%å ç bestemmerovergangsfordelingenfor
koordinatprocessenz {Ó�9z¶~ � ~9ñ#ò ó�ô%õ öÕ÷ under øZù õ ó ô õ ú�û ô¶ü øAù , idet

øÔýpþ�ÿ���ÿ � ÿ������	� ü ø ù ý�
Ló����� 
�� ü ��� ü ø ù�� 
¶ó%ý���� 
�� ü ��� ü ø ù õ ��õ ú ý�
Ló������
for
����� þ�� ��� � , �!� " og �#�%$¨ý " � . Den tilsvarendeovergangstæthedfra tilstand � ved

tid þ til tilstand & ved tid
�

antagesat eksistereog betegnes,somnævnttidligere, '	ýpþÿ(��ÿ � ÿ�&)�*�+� .
2.2 Invariant fordeling.

Vi vil i det følgendegive noglebetingelser,somsikrer,at en1-dimensionaldiffusionsproces
er ergodisk, og vi finder endvidereden invariante fordeling for processen. Til dette får vi
brug for nogle definitioner. Vi betragteri det autonometilfælde en 1-dimensionalstokastisk
differentialligningpå formen(5) defineretpå intervallet ,.- ÿ�/10 og antager,at 2�32ý��4���+��576 for alle�8�9,.- ÿ�/10 . Fra Karlin & Taylor [10] får vi så følgendedefinitioner.

Definition 2.
Vi definererskalafunktionen:<;>= ó ved

:<;>= ó ý?�4�*�+� ü ú@
ú>A þý�&)�*�B�4CEDB& , ����,.-�ÿ�/F0 ,

hvor

þ_ý�&G���+� üIHKJML ý(NPOQCSR@R A T
ýVUM���+�2 3 ýVUM���+� CED+U	� , &��W,.-�ÿ�/10 .

Her er � � og & � fastemen vilk årligt valgte tal fra intervallet ,X-�ÿ�/F0 .
Skalam̊alet : på lukkedeintervaller 0ZY�ÿ*D[,]\^,.-�ÿ�/F0 defineresnu ved hjælpaf skalafunktionenog
er givet ved, at :lý*0ZY�ÿ*D[,��*�+� ü : ;>= ó ýVDF�*�+�<N_: ;>= ó ý`Y>�*�+� .
Bemærkning.
Som en direkte konsekvensaf Definition 2 får vi, at

:�ýa0bY^ÿ�DB,��*�B� ü "@
ú A þý�&)�*�+�4CEDB&�N c@ú A þý�&G�*�B�4CEDB&

ü "@
ú A þý�&)�*�+�4CEDB&Qd egfh ikjBl�m1n*o+prqEsBm�t uh ivjBl�mGn*oBp<qEsBm

,

så
jBl�m)n*oBp

er alts̊a tæthedenmht. Lebesguem̊alet for skalam̊alet.
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Definition 3.
Hastighedstæthedenw er defineretvedw l?x4n*o+p]t yz�{ l�x4n�o+p|qEjBl�x4n*oBp ,

x�}W~.�����1�
.

Hastighedsm̊alet � på lukkede intervaller
�b�>�*s[~���~X�����F�

frembringesvha. hastighedstætheden
og er givet ved, at

� la�b�E�*s[~�n*o+p]t uh i w l?x4n*o+p|q>s[x .
Vi er nu klar til at give de betingelser,som sikrer, at diffusionsprocessener ergodisk. Fra
Skorokhod[23] får vi nedenst̊aendeSætning1, somvi vil angiveudenbevis.

Sætning1.
Lad diffusionsprocessen� væredenentydigesvageløsning,seAntagelse1, til denstokastiske
differentialligningi formel (5). Lad

x1��}�~X�����F�
væreet vilk årligt men fast punkt og antag,at

følgendeto betingelserer opfyldte:

i
p
. �h

e f
jBl�x4n*oBprqEsBx�t e fh � jBl�x4n*oBprqEsBx�t��

ii
p
. � l�o+p]t

�
h
�
w l�x4n*oBprqEs[x��I� .

Da er � en ergodiskprocesmedinvariantmål �G� , somhar tæthed� mht. Lebesguem̊alet givet
ved den normeredehastighedstæthed� l�x4n�o+p]t w l?x4n*o+p� l�o+p ,

x�}�~X�����F�
.

Specielt vil ����������� � � .
Hvis endvidere��� f � �¡� , så er � stationær,og dermedvil �¢� � �G� , £�¤

}I� ¤ �¥��¦§~ .
2.3 Strenge Taylor approksimationer.

Stokastiskedifferentialligningerkan oftest ikke løseseksplicit, og vi benytterderfor nogle
approksimationertil løsningerne. Disse approksimationerskal naturligvis på passendevis
konvergeremod processerne.Vi henterapproksimationernei Kloeden,Platen& Schurz[14],
hvor konvergenserneomtalesi termeraf strengkonvergens,sedelafsnit2.3.1nedenfor.Vi vil
ogs̊a i detteafsnit antage,at vi er i det autonometilfælde.
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2.3.1 Streng konvergens.
Lad ¨ væreen diskrettids approksimationmedmaksimaltids skridtlængde© af en løsningª

til enstokastiskdifferentialligning.Vi sigerså, jfr. Kloeden,Platen& Schurz[14] afsnit3.3,
at ¨ konvergerer strengtmod

ª
til tid « , hvis¬®°¯±�²´³¶µ�·°¸ ª¢¹Wº ¨¼»�«Q½ ¸�¾G¿^À ,

hvor ¸ÂÁ)¸ betegnerden euklidiskenorm i Ã . Den strengekonvergenssigesat væreaf ordenÄkÅ À til tid « , hvis der eksistereren positiv konstant Æ , som ikke afhængeraf © , samt et© ³ Å À , såledesat µ�·.¸ ª¢¹�º ¨�»�«P½ ¸*¾<Ç Æ Á ©ÉÈ , Ê�©ÌË ¾XÀMÍ © ³ · .
2.3.2 Euler approksimation.

Lad os betragteen diffusionsproces
ª

defineretpå intervallet · Î ³ Í « ¾ , som vi inddeler i Ï
delintervaller, Î ³ ¿IÐ ³PÑ ÐEÒ Ñ Á>Á>Á Ñ ÐgÓI¿ « . Fra Kloeden,Platen& Schurz[14] side140–141
får vi så nedenst̊aendeEuler skemaer.

Det 1-dimensionaletilfælde.
Euler skemaetfor Ô ¿ÖÕ er givet ved følgende:×]Ø`Ù ¿ ª¢Ú.Ù× Ø`Û ¿ × Ø�Û�ÜÞÝ4ß8àÞá�â�ã�ä�åÞÝçæ�è	érêEëgì�ß8í]áVâ�ã�ä�åÞÝKæ�è+érêEîï!ð ä , ñ¼ò#ó¥ôgõgõgõçô*ö ,

hvor
ë ì ò^÷ ì�ø ÷ ìgù<ú og

î ï ð ä ò ï!ã�ä ø ï%ã�ä�åÞÝÂû ö á`ü ô ë ì é . Vi laderså ý á�þQé ò âã`ÿ værevores
approksimationtil ��� . Undervisseregularitetsbetingelserpå drifts– og diffusionskoefficienterne
kandetvises,at Eulerapproksimationenkonvergererstrengtmedorden ��ò ü���� . I vissetilf ælde
vil konvergensenenddaværeaf højereorden. Hvis f.eks. diffusionskoefficientener konstant,
det vil sige

í]á �	� æ*èBé�
 í , så er konvergensenaf orden 1, det vil sige, at den er lig med
konvergensordenenaf Milsteins skema,se delafsnit 2.3.3 nedenfor. Det er let at se, at når
diffusionskoefficientener konstant,så bliver Euler og Milstein skemaerneens. Det ekstraled i
Milsteinsskemaer ganskeenkeltnul i dettetilfælde,idet

í��á��4æ�è+é ò ü , når
í]á��4æ�è+é

ikke afhænger
af
�
. Her betegner

í � á��4æ�è+é
den partielt afledteaf

í á��4æ*èBé
mht.

�
.

Det flerdimensionaletilfælde.
Vi betragternu en generel� -dimensionaldiffusionsproces.Vi betegnerden � ’te koordinataf en
vektor � med � ����� og den

á ��ô�� é ’te komponentaf en matriks � med � ����� ��� . Vi får så følgende
Euler skema:â �����ã! ò"� ������  â �����ã�ä ò â �����ã�ä´åÞÝ ß_àEá`â �����ã�ä´åÞÝ æ*è+érêÞë ì ß #$%'&)(*)+�,�- %/.'021 +�, .3�46587:9/;=<?>A@B + %�.C 4 , DFEHGJILKLKLKMI/N ,

for OPEQGRISKLKLKUT , hvor VSWXEZYAW\[]YLWA^ ( , @ B + %�.C 4QE B + %�.3 4 [ B + %�.3 46587	_ N 0!` I:VSW < , for abEcGRILKLKSKSI�d ,
og @ B +�e .C 4gf @B + %�.C 4 , for hjiEka . Vi lader så l 0!m < E 1 3on , værevores approksimationtil p	q ,

så koordinaternefor l 0!m < er alts̊a l +�, . 0�m < E 1 +�, .3 n , for OXE GRILKLKSKSI/T . Der gældersamme
konvergensresultatersomnævntved det 1-dimensionaletilfælde. Bemærk,at d er dimensionen
af Wiener processenB .
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2.3.3 Milsteins approksimation.
Vi betragteren 1-dimensionaldiffusionsprocesp defineretpå intervallet r sutwv�xzy og ind-

deler i { delintervallersom ovenfor, se delafsnit 2.3.2. Med sammenotation som ved det
1-dimensionaleEuler skemafår vi, jfr. Kloeden, Platen& Schurz [14] side 142, følgende
skema,kaldet Milsteins skema:|~}2���������|~}�����|�}o�6�8�����8�2|~}��6�8�:�/�=�?�8�M�z�����2|~}��6�8�:�/�=�?�A��j� ����� � ���2|~} �u�8� ���=�?� �¡��2|~} �u�8� ���=�?�R¢£� � � � � �u¤�¥�� �§¦ , ¨ � � vL©S©L©Sv/{ .

Under visse regularitetsbetingelserpå drifts- og diffusionskoefficienterne kan det vises, at
Milstein approksimationen,ª � x �z�«|�}�¬

, konvergererstrengtmed orden1.

2.3.4 1.5 ordens Taylor approksimation.
Vi betragteren 1-dimensionaldiffusionsproces

�
defineret på  ®utJv�x¯y og inddeler i {

delintervallersomovenfor,sedelafsnit2.3.2. Med sammenotationsomveddet1-dimensionale
Euler skemafår vi ifølge Kloeden,Platen& Schurz[14] side 146 følgende1.5 ordensTaylor
skema:|�}��°�±�	�²�|�}o���³|~}��6�8����� �2|~}o�u�8�M�/�§���8�S�������2|~}o�u�8�´���=�?� ��j� ��µ�� � ����|�}o�6� �´�/�§�?� �¡���|�}o�6� �´�/�§�?�R¢£�2�� � � �o¤z¥�� �J¦ ����¡!��|�}o�6�8�:�/�=�?� �¶��|�}o�6�8�:�/�=�?�8· � ��µ�� �8�8¤� �R¢8� ��|�}o�6� �´�/�§�?� ��¡���|�}o�6�8�´�/�=�¸�µ�� � �¹¤J�2|~}o�u�8�´���=�?� ��¡º¡���|�}o�6�8�:�/�=� ¦�g¢8�8�2| }��6�8� �/�=�?� � ¡ �2| }��6�8� �/�=�¸�µ�� � � ¤ �2| }o�u�8� ���=�?� � ¡º¡ ��| }o�6� � �/�§� ¦ �R¢w� � � � � � � ¥�· � � ¦� �� � �� � � � �¶��|�}o�6�8�:�/�=�?�R¢8�¶��|�}o�6�8�:�/�=�?�L�¡º¡���|�}o�6�8�:�/�=�¸���¡���|�}o�6� �M�/�§�u¤ ¦ �R¢ �» �=�!�� � � �u¤�¥�� � ¦ ,
for ¨ � � vL©L©L©Mv/{ , hvor

� � � �
og·)� � � }o�¼} �u�8� ½u¾¼} �6� �P¿ � ½

�¶� ¿£À ¤PÁ { �2Â�Ã�ÄÅÇÆ8ÈAÉÊwË
er korrelerede,med Ì\ÍLÎÏ!ÐÑ�Ò�Ó Ã´Ô ÒoÓ Ë¶Õ ÄÖ Æ8È8×Ê .
Forat simulere

Ð Ñ�Ò Ó
og

Ô Ò Ó
sådefår denønskedekorrelation,benyttervi nedenst̊aendeLemma5.

Lemma 5.
Lad Ø	Ù og Ø × væreuafhængigeÚ Ï!Û Ã Ä Ë -fordeltestokastiskevariable. Da erÜ Ù ÕÞÝ ÈPÆ ØßÙ og

Ü × Õ ÄÖàÆ8ÈâáãäÆ Ï Ø	Ù?å ÄÝ Å Æ Ø × Ë
korreleredestokastiskevariable, medÌæÍAÎçÏ Ü Ù Ã�Ü × Ë¶Õ ÄÖèÆ8È × .
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Vi har desuden,at Ü Ù¯é"Ú Ï2Û Ã È Ë og
Ü × é"Ú Ï2Û Ã ÄÅèÆ8ÈAÉ Ë .

Bevis.
Fordelingsresultaterneer umiddelbareog kan findes i Hoel, Port & Stone[8]. Vi regnerpå
kovariansen:

Ì\Í ÎçÏ Ü Ù Ã�Ü × Ë�Õ"êìë Ü Ù Æ Ü ×:íâî êìë Ü Ù í Æ êìë Ü ×:íÕ"êìë Ü Ù Æ Ü ×:íÕ"êìëïÝ ÈPÆ ØßÙ Æ ÄÖ Æ8È áã Æ Ï Ø	Ù¶å ÄÝ Å Æ Ø × Ë íÕ ÄÖ Æ8È × Æ êÇë Ø × Ù í å ÄÖ Æ Ý Å Æ8È × Æ êìë Ø	Ù í Æ êìë Ø ×´íÕ ÄÖèÆ8È × .
Som navnet antyder, vil 1.5 ordens Taylor approksimationen,ð Ï!ñ Ë�Õ ò~óoô , under visse
regularitetsbetingelserkonvergere strengt med orden 1.5. Vi vil ikke give flerdimensionale
versionerfor Taylor approksimationeraf ordenstørreend 0.5, da de er vanskeligeat bruge i
praksis,men vi henvisertil Kloeden,Platen& Schurz[14].

2.4 De lineære estimationsfunktioner.

En mulig metodetil estimationaf õ er at anvendede middelværdirettemartingal estima-
tionsfunktioner. En estimationsfunktioner blot en funktion Ø³ö Ï õ Ë af õ og data, hvormedvi
estimererõ ved at løseestimationsligningenØ³ö Ï õ Ë�Õ Û

. En martingalestimationsfunktioner en
estimationsfunktion÷�ö Ï õ Ë , somer en øAùäöâú -martingalunder û)ü , hvor ýäþFÿ�� �������
	�����	��������

ogû ü er
�

’s fordeling. Vi kalderestimationsfunktionenmiddelværdiret,såfremt ����������þ ����� � ÿ�! ,
når

�
er den sandeparameter.

I det autonometilfælde er de lineære estimationsfunktionermiddelværdirettemartingal
estimationsfunktionerpå formen

" þ ����� ÿ þ# $ %'&)( ��* $ 	�� ��+-,�.0/ ����12� ��+4365 �7* $ 	�� �8+9,�.0/ ���;:
, (7)

hvor
5 � *<	;= / ��� ÿ �>�?�@� �BADC �BE ÿ =F�

og ( er en G -dimensional ý $ H & -målelig kontinuert
differentiabelfunktionaf

�
. Husk,at G erdimensionenaf

�
– seformel (5). Imidlertid kendesden

betingedemiddelværdi
5 �7*I	J= / �K�

ofte ikke eksplicit og må derfor bestemmesved simulation.

Det optimalevalg af ( giver følgendeestimationsfunktion:

"MLþ ����� ÿ þ# $ %'&'N ü 5 �7* $ 	�����+-,2. / �K�POQ�7* $ 	����8+9,�. / ��� H & 12���8+ 3R5 �7* $ 	����8+9,�. / ���J:
, (8)

hvor
OQ� *<	;= / ��� ÿTSMU�VW� � ���BADC � E ÿ =X�

. Her skal optimalt forst̊aesi Godampe–Heydeforstand,
seGodampe& Heyde[7]. I denoptimalelineæreestimationsfunktion(8) indgår der imidlertid
yderligere to funktioner, som oftest ikke kendeseksplicit, nemlig N ü 5 og

O
. Disse kan
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bestemmesved simulation,menmankan ogs̊a anvendefølgendeudviklinger, seSørensen[24]
formel (2.5) og (2.6), YBZ�[ \P]'^�_�`)ab]dc [ e2f Z ]g^h_�`Xcji Z7[�k ` ogl Z [ \J]g^h_�`ma [ e2n k�Z ]g^h_K`ocpi Z [�k ` .
Heraf får vi følgendeapproksimationer:qsr YtZ [ \J]g^h_�`vu [ e q�r f Z ]g^h_K` ogl Z ]g^h_K`wu [ e2n k Z ]g^h_�` .
Vi har dermedfølgendeapproksimationtil denoptimalelineæreestimationsfunktion:xy{z Z _�`ma z| } ~'�

qKr f Z � ����2� ^h_K` n k?Z�� �8�9��� ^h_�`;� ��� � �8�4� YBZ7[ } \ � �8�9��� ^�_�`�� . (9)

Det er her vigtigt, at vi ikke approksimerer

Y
, da dette ville medførebias samt ødelægge

martingalegenskaben,somer dengrundlæggendeidé bagbrugenaf disseestimationsfunktioner.

Men eksistererderoverhovedetenestimator,somopfylderestimationsligningen,og hvordan
er kvaliteten af denneestimator? Svareter, jfr. Sørensen[24] Theorem3.4, at under visse
regularitetsbetingelsereksistererder en estimatormed en sandsynlighedgåendemod 1 under� r

, når � går mod uendelig. Estimatorener konsistent,det vil sige, at den konvergerer i
sandsynlighedunder

� r
mod densandeværdi,og endvideregælderder asymptotisknormalitet.

Der er derfor god mening i at anvendede middelværdirettemartingal estimationsfunktioner,
specieltde lineære,til estimationaf _ .

Hvordan bestemmes den betingede middelværdi F?
En umiddelbarapproksimationtil

YBZ7[ } \ � � �9��� ^h_�` er denbasaleMonteCarloapproksimation
– sedelafsnit1.2.1. Simuĺer � udfaldsstieraf �2�����@����� �����o�
�;������� og udtagværdieni ��� . Vi har
således� uafhængigeapproksimationer�t  �¢¡�8£ ��¤¤¤��h�B ¥ ¡�8£ af ����£ givet vi starteri ����£-¦2§ . Lad så

¨© ¥tª¬«  �;�J��� £-¦2§0®h¯K°m± ²� ¥³´Jµ � �B  ´ ¡��£ (10)

være værdien for
© «7 �¢����� £9¦�§ ®h¯�° bestemtved simulation. Vi vil nu forsøge at anvende

variansreduktionsmetodertil at forbedredenneapproksimation.

2.4.1 Variansreduceret bestemmelseaf F.
Somsagtvil vi forsøgemedvariansreducerendeteknikkerfor at forbedreapproksimationen¨© ¥Bª til

©
. Vi vil udnytte,at vi ved, at© «  �P����� £-¦2§ ®h¯K°v± ��� £9¦�§g¶  �X·2¸ « ��� £-¦2§ ®h¯K° ¶j¹ «7�º� ° ,

se Sørensen[24] formel (2.5). Givet ����£-¦2§ har vi alts̊a en idé om, hvor
©

ligger. Lad nu »
væreen løsningtil den stokastiskedifferentialligning¼ »�� ± ¸ «�½ ®�¯�° ¼ � ¶�¾ · ¼�¿ � , »B��À ± ½ , ¾ÂÁjÃ , (11)
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hvor Ä er sammeWiener processom i formel (5) og Å er ikke-stokastisk. Den stokastiske
differentialligningi formel (11) kan ogs̊a skrivespå følgendeform:ÆBÇ'ÈÉÆ�Ç8Ê'ËÉÌÎÍ)ÏÐÍ¢Ñ2ÒÔÓ2Õ2Ì ÅgÖh× ÒØË�ÙtÓKÌ Ä ÇgÚ Ä Ç�ÊÛÒÈ Å ËÉÌÎÍ)ÚÐÍ Ñ ÒÔÓ2Õ�Ì ÅgÖh× ÒØËÜÙtÓKÌ Ä Ç Ú Ä Ç Ê0Ò

.

Lader vi nu
Í¢ÑÂÈÝÍ�ÞÎßXà

, har vi derfor, atÆBÇ�ágÈ Å ËÉÌÎÍ�ÞØÚÐÍ�Þ�ßoàÛÒÔÓ2Õ�Ì ÅgÖh× ÒØËÜÙtÓ�Ì Ä Ç8áâÚ Ä Ç8á9ã�ähÒÈ Å Ë�åæÞØÓWÕ2Ì ÅgÖh× ÒoËÜÙBÓWçÄéè á
,

hvor
ç Ä è áëêÝì Ì Ãîí åæÞ7Ò

. Vi ser umiddelbart,atïñð ÆBÇ�á�òâÈ Å ËÜåæÞØÓ2Õ2Ì ÅgÖ�× Ò
og óæôKõ Ì ÆBÇ�á Ò)ÈöÙF÷¬Ó�åæÞ

, (12)

så
ïñð ÆBÇ á ò

er alts̊a lig meddenkendtedel af ø Ì åæÞ í ÅgÖh× Ò
. Vi kan desudenbemærke,atÆ�Ç á Ú6ïñð ÆBÇ á ò4È�ÙtÓ
çÄ è á

. (13)

Da vi brugersammeWienerprocesi de to stokastiskedifferentialligninger,vil ù Ç
og

ÆBÇ
være

korrelerede,og davi samtidigkender
ÆBÇ

’s middelværdi,skulledetværemuligt at bruge
ÆBÇ

som
en kontrol variabel for ù Ç

, se Lemma3 i delafsnit1.2.2.

Vi simulererbidragenetil úø'ûýü , dvs. þBÿ�� �Ç�á
’erne, vha. en strengTaylor approksimation,så

vi inddeleralts̊a intervallet
ð Í�Þ�ßoà í Í�ÞÎò i

ì
delintervaller,brugerdet relevanteskemamed ù Ç á-ã2ä

som startværdiog lader þ�ÿ�� �Ç8á È������
, se afsnit 2.3. Vi har dermedogs̊a simulereten følge af

uafhængigestokastiskevariable
ç Ä
	 ä í������í ç Ä�	 � , hvor

ç Ä�	�� ê ì Ì Ãîí���� Ò for �������������� . Da
vi opfatter

� �� �!
som Wiener processen

�
’s tilvækst i delintervallet " #%$�&('%�)#$�* , og dermedsom

bidragtil Wienerprocessenstilvækst
� �
+-,

i intervallet " .�/ &(' �).�/0* , så giver detgodmeningat lade

� �
+-, � 12
$�34'

� �  !
.

På dennemådefår
� �
+-,

ogs̊a denønskedefordeling. I praksiser det jo egentlig 576�8�9: , ’erne,som
skalkontrolleres,seformel (10), menhvis vi anvendersummenaf

� �  !
’ernesomværdifor

� �
+-,
ved simuleringaf ; : , ’erne, vil ; : , jo netopværekorreleretmed 5 6�8<9: , og dermedet godt bud

på en kontrol variabel for 576�8<9: , .

For at finde den optimale vægt =�> til kontrol variablen skal ?A@%BDCE5 : , ��; : ,GF bestemmes,
se Lemma 3 i delafsnit 1.2.2. Da 5 : , ’erne er iterativt bestemt,er dette imidlertid svært,
medmindre HICKJML)N F og O-CKJPL�N F er megetpæne. Vi kan dog, som nævnt tidligere, simulereos
ud af problemetvedat udnytteLemma4, sedelafsnit1.2.2. Vi anvenderderfor følgendeestimat
for ?A@IBDCG5 : , �<; : , F :

Q?R@%BSCG5 : , ��; : ,GF � �T U �WV
X2
8 34' CE5 6�8<9

: , U �T V
X2
$�34' 5 6 $ 9: , F V CE; 6�8<9: , UZY "[; : , * F

6 '�\ 9� ]T U �WV
X2
8 34' CE5^6�8<9

: , U �T V
X2
$�34' 5W6 $ 9: , F V � � 6�8<9+ , , (14)
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hvor ;_6 ' 9: , �������<;_6 X 9: , henholdsvis
� � 6 ' 9+ , ����`� �� 6 X 9+ ,

er
T

uafhængigestokastiskevariablemed

sammefordelingsomhenholdsvis; : , og
� � + ,

. Vi hardermedfølgendeestimatfor denoptimale
vægt:

= >a CEb F � U Q?A@IBDCE5 : , ��; : , FcRdfe CE; : ,GF 6 'hg 9� U Q?A@%BiCE5 : , ��; : , F
] g Vkj /

6 'ml 9�
nX &(' V

Xo
8 34' C

'X V
Xo$�34' 576 $ 9: , U 576�8<9: , F V � � 6�8<9+-,
] g VIj /

�
Xo
8 34'

�� 6�8<9+ , V 'X V
Xo$`34' 5W6 $ 9: , U Xo

8 34' 576�8<9:
, V � � 6�8<9+ ,

] Vkj / V C T U � F .

(15)

Ifølge Lemma3, sedelafsnit1.2.2,bliver voresnye approksimationtil p dermed

qpWC j /r�<s : ,utkv`w<xzy|{ }~ � ���<�4��k�
� ���������������0� y � �E� � �<������Z��� � � ��� y<�

� �m���{ }~ � ���)�4� �k�
� �<���� ��������K� y �k�W�I�  � �<�¡ � �

� ��¢<�{ }~ � ���)�4�%�k�
� �<����£�

�¤¥ �4� �  � ¥ �¡ � � �� � �¤¦ �4� �
� ¦ ���� � �¤¥ �4� �

� ¥ ���� �I�  � ¥ �¡ �
�W�k§R¨©� � ~ � } y �k�7�I�  � �<�¡ � �

{ }~ � ���)�4�ª�
� �<�� �£� � �¤¥ �4� �  � ¥ �¡ � � �� � �¤¦ �4� �

� ¦ �� � � �¤¥ �4� �
� ¥ �� � �%�  � ¥ �¡ � y � �¤�)�4� �  � �<�¡ �

§«¨ª� � ~ � } y � ~ .

(16)

Vi bemærker,at � ingen betydninghar, så vi vil blot lade � { } .
Vi beg̊ar desværre en fejl her, idet de stokastiskevariable, der benyttestil at beregne� ��¬�E� y , ikke må værede sammesom de stokastiskevariable,der brugestil beregningaf selve

approksimationen® . Detteproblemkanløsesvedentenatgenereredobbeltsåmangestokastiske
variableellervedat fjernedeaktuelle�

� �<�� � og �   � �<�¡ � fra summernei � �� �E� y . Da
~

typisker rimelig
stor, vil estimatet� ��¯�E� y væreomtrent lige godt, hvad entenvi anvender

~
eller

~ � } led i
summerne.Vi burde alts̊a have anvendt

®P° � §R¨r±)² ���u³ v w<xzy|{ }~ � ���)�4�ª�
� �<�� �

� � �¤¥ �4� �´   � ¥ �¡ � � ��¶µ � � �¤¦ �4� ´ �
� ¦ ���� � �¤¥ �4� ´ �

� ¥ ��·� �|�´   � ¥ �¡ � y � �¤�)�4� �   � �<�¡ �
§R¨©� � ~ �¹¸ y � ~ ,
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hvor º^»�¼<½¾�¿ÁÀÃÂ º7»ÅÄu½¾·¿ og Æ ÇÈ»�¼<½É ¿ À ÆÂ Ç »ÅÄu½É ¿ for alle Ê , Ë og Ì , eller

ÍÎMÏ�ÐGÑÓÒhÔ)Õ ¾·¿×ÖIØ`Ù�ÚfÛ|Ü�ÝÞ ß àá¼)â4ã º »�¼<½
¾�¿

ä Ð àå
Äæâ4ã)ç ÄEèâD¼ ÆÇÈ»ÅÄu½É ¿ ß ãà�é ã ß

àåê â4ã)ç ê èâD¼ º^»
ê ½¾ ¿ ë àå

Äæâ4ãìç Ä0èâD¼ º^»ÅÄu½¾ ¿ ßÆÇÈ»ÅÄu½É ¿ Û ß àå¼)â4ã ÆÇí»�¼<½É ¿ÑRÒ ß ÐGÞ ëïî Û ß Þ
i stedetfor

ÍÎ^ÐGÑRÒìÔ)Õ ¾ ¿×ÖIØ Ù�ÚfÛ . Vi havdeimidlertid kørt alle programmernei afsnit 2.5, før vi blev
opmærksommepå dennefejl. Forh̊abentligog formodentligthar det ikke denstoreindflydelse
på resultaterne,om vi anvender

ÍÎ
,
ÍÎPð

eller
ÍÎ Ï

. For at tjekkeom der er nævneværdigforskel påÍÎ
og

ÍÎPð
, har vi i delafsnit2.5.4underoverskriften“Vurderingaf M” prøvetat anvendebegge

approksimationer.Konklusionenaf denneundersøgelseer, at der ikke er nævneværdigforskel
bortsetfra, at

ÍÎPð
, i forhold til

ÍÎ
, tagerdobbeltså lang tid at beregne.

2.5 Den hyperbolske diffusionsproces.

Vi vil nu prøveat anvendede ovennævnteideerpå et konkreteksempel.Den hyperbolske
diffusionsproceser løsningentil følgendestokastiskedifferentialligning:ñfòÓóMôöõø÷ òWóù úüû ò�ýó ÷Iñ�þ ûïÿ ÷Iñ�� ó

,
ò�� ô����

,
ÿ��
	

og
þ�� 	

. (17)

Bemærk,at i relation til den generelleformel (5) har vi her  ô ñ ô�� ô ú
. Navnetskyldes,

som vi vil vise, at diffusionsprocessenhar en hyperbolskstationærfordeling, når
õ�� 	

. I
Bibby & Sørensen[3] benyttesklassenaf middelværdirettemartingalestimationsfunktioner,se
afsnit 2.4, til estimationaf

õ
ud fra de diskreteobservationer

ò����)ò����<ò ý �����������<ò���� , og i det
konkreteeksempel,Bibby & Sørensen[3] ex. 2.3, blev følgendeestimationsfunktionerbenyttet
til estimationaf parameteren

õ
:�� �! õ#" ô �$ % &(' ò*) % + '-, �ÿ ý ÷/. úüû ò�ý) % + '-, � ÷10Iò % �3234  ò ) % + '5, �76 õ#"98 (18)

og �;:�  õ�"|ô �$ % &<' ò
% � 234  ò*) % + '-, � 6 õ�"=  ò ) % + '-, � 6 õ�" ÷

÷10?> ÷%ò*) % + '-, �. ú û ò ý) % + '5, � û > ý ÷  õø÷%ò@) % + '5, � úüû ò�ý) % + '-, � " ý 2 A ÷ ÿ ý ÷%ò@) % + '5, �B ÷  úüû ò ý) % + '-, � "DCE "F8 .
Estimationsfunktionen

�� �! õ#"
er approksimationentil denoptimalelineæreestimationsfunktion,

se formel (9), og hvis
ÿ ý  ò ) % + '-, � 6 õ�"|ô ÿ ý

antagesat værekendt,er det faktisk ogs̊a approksi-
mationentil den optimale kvadratiskeestimationsfunktion– se Sørensen[24] formel (3.25).
Estimationsfunktionen

� :�  õ�"
er enapproksimationtil denoptimalelineæreestimationsfunktion,

hvor 2. ordensudviklingenaf G�H 4 benyttesi stedetfor 1. ordensudviklingen. Vi vil her kon-
centrereos om

�� �! õ#"
, da der ikke synesat værenogettjent ved at bruge

� :�  õ�"
. Hvis vi serpå

Table 4.6 i Bibby & Sørensen[3], kan vi enddase,at
� :�  õ#"

giver betydeligbias på estimatet
af

õ
, for > ô ú

.
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Somsagtvil vi undersøgeeffektenaf atanvendevariansreduktionsteknikkervedbestemmelse
af I vedsimulation.Hvis detlykkesat reducerespredningenpåapproksimationen,kanvi nemlig
lade J væremindre og stadigopn̊a sammepræcisionsom før. Dette skulle gerneresulterei
en kortereberegningstid.Man kunneselvfølgeligogs̊a fastholdestørrelsenaf J og så opn̊a
størrepræcisioni approksimationen.

2.5.1 Den hyperbolske fordeling.
Da vi som nævntvil vise, at diffusionsprocessengivet ved formel (17) har en hyperbolsk

fordelingsominvariantfordeling,får vi brugfor at kendedefinitionenpå denhyperbolskeforde-
ling. Nedenst̊aendeDefinition 4 er henteti Barndorff–Nielsen[2]. Formel(19) i definitionener
identisk med formel (1.3) i Barndorff–Nielsen [2].

Definition 4.
Den hyperbolskefordeling har en tæthedK mht. Lebesguem̊alet på givet ved, at

K<LNM(OQPSRUTSRUV�RQW(XZY [ P]\�^3T(\_a` V ` P `Db@c LdV ` [ P]\e^fT(\gX `ihij!kmlon pFqsr<tvu�j!w�xyqzr|{/l}tvu�j!w�x , M�~ , (19)

hvor P3��� , ^�P���T���P , V���� og W�~ . Her betegner
b@c

denmodificeredeBesselfunktion
af tredje art med indeks 1, det vil sige, atb@c L���XZY��_ `��� � h je���� �1�}�v������i���D �¡ , ¢�£�¤ . (20)

Bemærkning.
Vi burdenok kaldedenhyperbolskefordeling for den1-dimensionalehyperbolskefordeling,da
denerdet1-dimensionalespecialtilfældeaf denmegetstørreklasseaf generaliseredehyperbolske
fordelinger – se Barndorff–Nielsen[2].

Ladervi nu ¥§¦©¨�¦ª¤ og «a¦¬ i formel (19), så har vi for ®�£�¤ følgendetæthedsfunktion:¯±° ¡(² ®S³±¦ ¬´ �Dµ*¶ ° ®S³ �i·i¸!¹ � º ¶ �|� � , ¡�» . (21)

2.5.2 Den invariante fordeling.
Vi vil nu bestemmeden invariante fordeling for den hyperbolskediffusionsproces(17).

Resultateter givet i nedenst̊aendeProposition1 og bevisesvedhjælpaf Sætning1, seafsnit2.2.

Proposition 1.
Diffusionsprocessen,givet ved den stokastiskedifferentialligning 1¼�½ ¦¿¾ � ¼�½À ¬ÂÁ ¼�Ã½ �D 1Ä ÁÆÅ �D /Ç�½ , ¼ÉÈ ¦ ¡�È , Ä�Ê ¤ ,
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ogdefineretpå , er for Ë�Ì
Í energodiskproces.Deninvariantefordeling ÎÐÏ erdenhyperbolske
fordeling med parametre ÑÓÒÕÔ×ÖÙØ ËÚ�Û , Ü Ò Í , Ý ÒÞ

og Î Ò Í ,
det vil sige,at Î|Ï har en tæthedß mht. Lebesguem̊alet på givet ved, atß<àNá]âUË1ã Ò

ÞÖÙØgä@å à Ô Ûçæ Ïè�é ã
Øiê é�ë ìí é æïî å5ð|ñ é , á�ò .

Bevis.
Vi vil brugeSætning1, så vi skal vise, at betingelsernei) og ii) er opfyldte. Lad ó�ô Ò á�ô Ò Í .
Tæthedenõ for diffusionsprocessensskalam̊al er ifølge Definition 2, seafsnit 2.2, givet ved,at

õ#àNóÐâUË#ã Ò�ö�÷mø à Ô ÖaØ3ùú ô Ë ØDûü ÞÂý û Û Ø Ú�Û Øgþ�û ã
Ò¿öç÷mø à Ô ùú

ô Ëü ÞÂý û Û Ø Ú|Û ØDþ à
Þÿý û Û ãFãÒ�öQ÷ ø à Ô ËÚ Û Ø � ÖÙØ�� �����
	�������������� �� ��� ������� �� �� "! #%$  � , &(' .

Hastighedstætheden) er dermedifølge Definition 3, seafsnit 2.2, givet ved, at)+*�&-,/. �0� �1 	 �32 *�&4,/. � �
�1 	 � � � ��� �� ��� ����� �� �  5! #6$  � , &7' .

Vi får nu, at 8 *9. �:� ;<
� ; )+*�&4,/. � �>= & � ;<

� ;
�1 	 � �3����� �� �?� ����� �� �� ! #%$  � �@= &

�BA �>C # *ED 	  FG � �1 	 � � � ��� �� ��� ;<� ;
�

A �@C # *HD 	  FG � � � ����� �� �  5! #6$
 � �>= &I 	 #HJ� A �>C # *HD 	  FG � �1 	 � � � ��� �� �7KML ,

hvor C # betegnerBesselfunktionen af tredje art med indeks 1, se formel (20). Det sidste
lighedstegnfølger somindikeretaf, at integrandener en tæthedfor en hyperbolskfordeling. Vi
har hermedvist, at betingelseii) er opfyldt.

Vi ser dernæst, at;< � 2 *�&4,/. � �>= & � ;< � ����� �� �?� � � ��� �� �  "! #%$  � �>= & ION J� D � ;< � ����� �� �P� � � ��� �� �  "Q #%$SR � �@= �
� �<
� ; ����� �� ��� �3����� �� �T Q #6$SR � �>= � � �<

� ; 2 * � ,/. � �@= � .U�V6W
Substitúer med z=-y.
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Vi manglerdermedblot at vise, at XY Z\[T]�^-_/`Tacb>de^gfih
.

Men da j7k�l mn�oqpsr for
`ut r , har vi, atv3w o�x yz o l5{ |%}�~ o�� v3w o�x yz o l"{ ~ o f v3w o�x yz o l�� ~�� f v3w o�x yz o l ~ , for

^ � r , (22)

så XY Z [T]�^4_/`ea�b>dT^�f XY Z v o�x yz o b v w o�x yz o l"{ |%}�~ o b>dT^��O���/�� �� ������� �� ��� ������� �� ��� ���>�
�
� ����� �� �������� ¡£¢ �7¤¦¥¨§ �© �«ª � �3����� �� ��� �@¬ ¡

� � ����� �� ���T ¥¨§ �© �>ª�® �eS�O�¯ ¡°¢ � �3����� �� �e� ¡ ¥q± ® �³² ,

idet ¥+´ �� � µ·¶¹¸ og dermed
�O�¯ ¡°¢ � � � ��� �� � � ¡ �º²M»

Vi har alts̊a nu vist, at betingelsernei) og ii) er opfyldte, så ifølge Sætning1 er ¼ en ergodisk
procesmed en invariant fordeling ½ µ , som har en tæthedsfunktion¾ mht. Lebesguem̊alet på

givet ved, at

¾ À¿cÁ/ª ® �ÃÂ Ä¿�Á/ª ®Å �ª ® � Æ´ �
� �3����� �� ��� ����� �� �e� Ç ÆHÈ�É �� � ÊÌËHÍ ����� �� � �´ �

� �3����� �� � � ±© �>Î Æ  ¥ � � µ´ � ®
� ����� �� ��� Ç Æ6È�É � ,

¿ÐÏ
.

Men dette er jo en tæthedsfunktionfor den hyperbolskefordeling med parametreÑ � ¥ � � µ´ � ,Ò � ¸ , Ó � ± og ½ � ¸ , jfr. formel (21). Bemærk,at
ªÕÔ ¸×Ö ØÚÙ¹Û(Ü/Ý Þß
à+áãâ , så Ø opfylder

kravet i Definition 4, se delafsnit 2.5.

2.5.3 Simulering af processen.
Til simulationernebenyttesi Bibby & Sørensen[3] den1.5 ordensTaylor approksimation.

Vi vil her ogs̊a undersøge,om der er forskel på at brugeEuler approksimationeni stedetfor
1.5 ordensTaylor approksimationen.Faktisker Euler skemaeti dettetilfælde lig medMilstein
skemaet,det vil sige,at det er en 1. ordensTaylor approksimation.

Euler skema.
Den hyperbolskediffusionsproces(17) har konstantdiffusionskoefficient ä0å�ægçEèêé�ë Ù ä , så

vi har, jfr. afsnit 2.3, at Euler skemaeti dette tilfælde er identisk med Milstein skemaet.Vi
skalsimuleredediskrete“observationer” æíìïîêæ Ü ìïî«ð«ð«ð°îêægñ�ì , så voretidsintervallerharkonstant
længdeò . Ifølge delafsnit2.3.2 skal det aktuelletidsinterval inddelesi ó delintervaller. Lad
for nemhedsskyld dissedelintervallerhavesammelængde,det vil sige,atôöõ Ù ô Ù òó , ÷ùø Ùãú î«ð«ð«ð°î/ó .
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Indsættervi koefficienternefra formel (17), får vi følgendeEuler skematil simuleringaf ægû ì
for ü Ù ú î«ðöð«ð°î�ý : þ ÿ

� Ù æ�� û����	� ìþ ÿ

 Ù þ ÿ


����� é�� þ ÿ 
	�� � ô� ��������������
�! �"$#%'& � , for (*) �,+.-/-/-/+10

,

hvor
# %2& �43 065879+;:=<

simuleresvha. Box–Müller algoritmenog >$?@) 5BADCE�F<G"IHJ� ( "I: , for(K) 7L+/�,+/-/-M-.+N0
. Vi sætterså OQPSRT) � ��U ) � PVR . Vi minder om, at vi kan udnytte, at

Box–Müller algoritmengiver to udfald for hvert kald.

1.5 ordens Taylor skema.

Da vi harkonstantdiffusionskoefficient, bliver skemaetnogetsimplereendi delafsnit2.3.4,
idet nogle af leddeneforsvinder. Udover koefficienterneskal vi her indsættenogle afledteaf
koefficienterne. Lad os først udregnedisse:

W 58X�YNZ[< )
Z�"MX

\ ���]X � , W;^ 5_X�YNZ[< )
Z

5`���]X � <$ab , WN^c^ 58X�YdZ[< ) C e "fZg"/X5`�G�]X � <fhb , i58X�YNZj< )  
og

 ^ 58X�YdZ[< )  ^c^ 5_X�YNZ[< ) 7
.

Vi benyttersammeinddelingaf tidsintervallernesomvedEulerskemaetog får dermedfølgende
1.5 ordensTaylor skematil simuleringaf O PVR for

A ) �,+/-/-/-.+dk
:

� �ml )nOpo P�qsr`tSR� � � ) � � ���f� �
Z�"f� � ���f� "�:u ����� �� ���f�

�v �"$#% & � �
Zg"�� � �	��� "f: �w "[5`�G�v� ��m����� < �

"[5xZgC e "f �
w " u ���v� �� �	���

<
� Zg"f 
5������ �� ����� <$ab
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,

hvor # % & � 3 0{5B79+;:=<
, |~}����n�{�x�9�L������$�$� og ���$���B��'}��f�.|~}�� ��� ����f�f� .

Vi har somfør �$� � �8��� � �������¡ g��� , og vi simulerer � � } � og | } � vha. Box–Müller algoritmen
samt Lemma 5, se delafsnit 2.3.4. Vi vil, som i Bibby & Sørensen[3] Figur 4.4, plotte
1000 “observationer”,med �¢� �9£¥¤ og � � � ¤ , fra en typisk udfaldsstifor den hyperbolske
diffusionsprocesmedparametrene¦ � � � , § � �9£¥¤ og ¨�© � � . Resultaterne,hvor vi anvender
henholdvisEuler approksimationenog 1.5 ordensTaylor approksimationen,er vist i figur 12.
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Simuleret vha. Euler approksimationen.

Simuleret vha. 1.5 ordens Taylor approksimationen.

Figur 12: En typisk udfaldsstimed1000observationer,®°¯²±$³ ´ og µn¯²¶�´ for den
hyperbolskediffusionsprocesmedparametrene·�¯¹¸»º , ¼¾½@¿$ÀcÁ og Â=Ã�½@¿ .

Pascal-programmerne,til simuleringaf udfaldsstierne,kanfindesi AppendiksA afsnit A.10
og A.11, og vi har lavet plottenevha. S-PLUS,seAppendiksC afsnit C.4. Vi har ogs̊a udført
en måling af CPU-tiden,og vi får, at Euler approksimationentager0.16 sek. om at simulere
de 1000 observationer,mensden 1.5 ordensTaylor approksimationtager0.31 sek.,alts̊a cirka
dobbelt så lang tid, så Euler approksimationenkan måskemed fordel anvendes.Vi vil dog
undersøgedetteaspektnærmerei det følgende.

2.5.4 Estimering af Ä .
Vi vil somsagtbenytteestimationsfunktionenÅÆ�Ç , seformel (18), til at estimeredenukendte

parameterÈ . For at løseestimationsligningenÅÆÉÇËÊ È[Ì�ÍÏÎ , vil vi, som Bibby & Sørensen[3],
benytte bisektionsmetoden.Dette giver naturligvis kun mening, hvis regularitetsbetingelser,
som sikrer kontinuitet, er opfyldt. Programstumpentil bisektionssøgningener hentet i Press,
Flannery,Teukolsky& Vetterling [19] side278–279og let modificeret.Kort fortalt har manet
startinterval,somskal indeholdenulpunktet.Dette interval halveres,og mantagerdenhalvdel,
hvori nulpunktetligger. Sådanfortsættes,indtil manentenharfundetnulpunktetpræcist,ellerdet
kommendeintervalerså tilpaslille, atmanblot tageretaf denuværendeintervalendepunktersom
estimatfor È . Hvilket endepunkt,der vælges,afhængeraf hvilken halvdel, af det oprindelige
startinterval,nulpunktet ligger i. Hvis nulpunktet ligger i venstre(højre) halvdel, så vælges
venstre(højre)endepunkt.Det er klart, at der ikke er nogengrundtil at lave finereinddelinger,
end størrelsenaf spredningenpå estimaterneretfærdiggør. Hvis inddelingenlaves finere, vil
beregningernetagelængeretid, menvi vil ikke kunnesenogenforskel i resultatet.Da vi selv
simulererden proces,vi vil undersøge,ved vi jo ogs̊a, hvad den sandeparameterværdier, så
der er heller ingen grund til at gørestartintervalletalt for stort.
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Finhed af inddeling ved bisektion.
Vi skal førsthavefastlagt,hvor fin en inddelingvi ønskervedbisektion. I voreprogrammer

defineresdennestørrelseved konstantenpraecis. For at finde en passendestørrelsevil vi lade
praecis variere,mensde øvrige parametrefastholdes. Et Pascal-program,som estimerer100È -værdier,finder denempiriskemiddelværdiog spredningaf estimaternesamtmåler forbruget
af CPU-tidvedhverværdiaf praecis, kanfindesi AppendiksA afsnitA.12. Programmeter lavet
sådanat for fastholdtværdiaf praecisog Ð , er detdesamme100observationssæt,derbrugestil
alle fire metoder.Egentligburdevi vel for fastholdt Ð havebrugt samme100 observationssæt
overalt. Det ville på den måde værelettere at vurdereeffekten af at ændrepå størrelsenaf
praecis, idet vi på den mådeville havefjernet variationenmellem observationssættenefor de
enkelteværdieraf praecis. Programmerneer kørt på maskinenelrond. Resultatetaf kørslen,
hvor observationerneer simuleretvha. Euler approksimationen,sesi tabel 4.

n=200 n=1000

Metode: Euler approksimation.

praecis Mean(ÑÒ ) se

CPU-

forbrug i

sek.

praecis Mean(ÑÒ ) se

CPU-

forbrug i

sek.

1.0000 -0.690000 0.230612 1802.79 1.0000 -0.742500 0.075000 9598.85

0.1000 -0.985313 0.256137 3371.24 0.1000 -0.954375 0.110188 16857.67

0.0100 -0.999844 0.257737 5244.68 0.0100 -1.009863 0.117847 26242.22

0.0010 -1.043760 0.241783 6587.62 0.0010 -0.999924 0.110164 31521.48

0.0001 -1.026553 0.240602 7979.82 0.0001 -0.999825 0.111573 38242.56

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion.

1.0000 -0.690000 0.230612 1809.74 1.0000 -0.742500 0.075000 9525.47

0.1000 -0.988125 0.259555 3341.37 0.1000 -0.952500 0.118226 16779.38

0.0100 -1.000957 0.258398 5265.39 0.0100 -1.007461 0.117860 26096.53

0.0010 -1.043115 0.238704 6633.52 0.0010 -0.998621 0.110124 32006.56

0.0001 -1.027295 0.239433 8030.18 0.0001 -0.999800 0.112884 38845.93

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

1.0000 -0.675000 0.250000 3856.79 1.0000 -0.742500 0.075000 20189.55

0.1000 -0.995625 0.258993 7085.16 0.1000 -0.952500 0.113631 35880.86

0.0100 -1.002656 0.260428 11263.81 0.0100 -1.009160 0.117060 55879.82

0.0010 -1.046008 0.240808 14165.92 0.0010 -0.999924 0.112345 68016.13

0.0001 -1.032013 0.242220 17152.13 0.0001 -1.002471 0.113767 82458.17

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimationmedvariansreduktion.

1.0000 -0.712500 0.247143 3883.62 1.0000 -0.742500 0.075000 20476.01

0.1000 -0.986250 0.258890 7187.04 0.1000 -0.952500 0.118226 36120.13

0.0100 -1.001660 0.260573 11459.13 0.0100 -1.008926 0.117352 56186.86

0.0010 -1.044346 0.240146 14430.34 0.0010 -1.000239 0.111076 68003.73

0.0001 -1.029095 0.239950 17463.99 0.0001 -1.001710 0.113393 82537.22

Tabel 4: Bestemmelseaf denfinesteinddelingved bisektion.De fasteparametreer Ó6½�¿�À Ô�Á , ÕÉ½@Ô;¿�¿/Ö`×`¿.¿�¿ ,Ø ½²ÙNÚ og ÛÜ½ÝÙ;Ú , og observationerneer simuleretvha. Euler approksimationen.
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Tilsvarendesesresultatetaf kørslen,hvor observationerneer simuleretvha. den1.5 ordens
Taylor approksimation,i tabel5. Lidt forklaring til tabellerneer måskepå sin plads: Med f.eks.
“Metode: Euler approksimationmed variansreduktion.” menes,at den betingedemiddelværdiÞ

bestemmesved simulation vha. den variansreduceredeapproksimation ÅÞ , se formel (16),
og approksimationernetil observationerne,det vil sige Y’erne, som indgår i ÅÞ , er Euler
approksimationerne.Mean(ßÈ ) er den empiriskemiddelværdiaf estimaternefor È og ’se’ er
den empiriskespredning.Vi minder om, at à er antalletaf led i approksimationenÅÞ af den
betingedemiddelværdi,se afsnit 2.4, á er antalletaf inddelingeraf tidsintervallernei Taylor
approksimationerne,â er afstandenmellemobservationerneog Ð er antalletaf observationer.

Bemærk,at vi har sat à Íäã=å , æ çäè=é og ê�çìë/í,í=í (dog ogs̊a êîçÏï=í,í ). Dette er de
maksimaleværdier,som vi vil brugetil disseparametre.Endvidereer ðñçJí9ò¥ï,ó den mindste
værdi, som vi vil bruge.

n=200 n=1000

Metode: Euler approksimation.

praecis Mean(ôõ ) se

CPU-

forbrug i

sek.

praecis Mean(ôõ ) se

CPU-

forbrug i

sek.

1.0000 -0.742500 0.199289 1799.87 1.0000 -0.750000 0.000000 9398.04

0.1000 -1.030313 0.283449 3363.66 0.1000 -0.960000 0.120752 16792.85

0.0100 -1.075020 0.301945 5251.11 0.0100 -1.005352 0.114769 24981.15

0.0010 -1.064180 0.245507 6602.29 0.0010 -1.001367 0.108531 31344.06

0.0001 -1.013641 0.248355 7989.76 0.0001 -1.003138 0.114999 38403.96

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion.

1.0000 -0.742500 0.226008 1812.72 1.0000 -0.750000 0.000000 9479.11

0.1000 -1.030313 0.278712 3336.03 0.1000 -0.955313 0.124783 16848.14

0.0100 -1.075137 0.299102 5287.63 0.0100 -1.004180 0.115485 25102.61

0.0010 -1.063184 0.243164 6631.86 0.0010 -0.999924 0.107188 31524.97

0.0001 -1.013605 0.241250 8036.25 0.0001 -1.002842 0.114866 38869.04

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

1.0000 -0.742500 0.226008 3880.37 1.0000 -0.750000 0.000000 20117.41

0.1000 -1.032188 0.284075 7069.59 0.1000 -0.957188 0.125916 35857.12

0.0100 -1.074199 0.296043 11296.45 0.0100 -1.005762 0.116928 53440.42

0.0010 -1.064854 0.239717 14184.25 0.0010 -1.001565 0.107328 66967.13

0.0001 -1.012873 0.241559 17162.94 0.0001 -1.004931 0.115961 82082.14

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimationmedvariansreduktion.

1.0000 -0.735000 0.212667 3916.70 1.0000 -0.750000 0.000000 20431.10

0.1000 -1.030313 0.277754 7188.80 0.1000 -0.954375 0.121675 36284.91

0.0100 -1.077012 0.299982 11492.13 0.0100 -1.006230 0.115566 54999.65

0.0010 -1.065828 0.243546 14441.96 0.0010 -1.001777 0.107470 68912.80

0.0001 -1.014782 0.242303 17477.14 0.0001 -1.004590 0.115135 82715.50

Tabel 5: Bestemmelseaf denfinesteinddelingved bisektion. De fasteparametreer ö¡÷4ø$ùûú�ü , ýÉ÷4ú�ø�ø/þ�ÿ1ø�ø.ø ,� ÷���� og � ÷���� , og observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimation.
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Heraf servi, at en værdi for praecispå í9ò í,í9ë synesrimelig. Der er faktisk ingenændringi
spredningense, når vi går fra í9ò¥í=í9ë til í9ò í,í,í9ë , og biasener endvideremarkantstørrefor praecis
lig med ë og íLòVë . Tendenseni biasener tydeligst for ê2çJë$í,í,í , menstendenseni spredningen
er tydeligst for ê ç ï=í,í . Vi kan i øvrigt se, at spredningener størreend í9ò ë , så praecis lig
med íLò¥í,íLë er ogs̊a tilpas lille i forhold til størrelsenaf spredningen,menspraecislig med í9ò¥íLë
måskeer lidt for stor og praecis lig med í9ò í,í,í9ë rigeligt lille. Vi vælgeralts̊a i restenaf dette
afsnit at sættepraecislig med í9ò¥í=í9ë . Vi kan endviderese,at hvis praecissætteslig ë , så får vi
en værdi for Mean(

��
) på ca. ��íLò
	,ó . Detteer ikke så mærkeligt,idet vi jo netopnår at inddele

intervallet ������dí�� to gange,før næsteinterval har længdemindre end praecis, og vi ved, at
nulpunktetligger i højre halvdelaf startintervallet.Vi har på dennemådelavet et lille tjek af,
om bisektionsmetodenvirker, somvi forventer.Vi bemærkerendvidere,at der ikke serud til at
værenævneværdigforskel på om observationernesimuleresvha. Euler approksimationeneller
den 1.5 ordensTaylor approksimation.

M Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.

Euler 0.159714 0.005383 373.91

Euler medvariansreduktion 0.223951 0.033174 375.56

Taylor 0.159700 0.005489 795.43
2

Taylor medvariansreduktion 0.223165 0.031211 792.38

Euler 0.113153 0.003886 745.62

Euler medvariansreduktion 0.092322 0.008863 749.57

Taylor 0.112798 0.004009 1585.43
4

Taylor medvariansreduktion 0.092493 0.009218 1578.89

Euler 0.079990 0.002710 1473.79

Euler medvariansreduktion 0.043065 0.003565 1479.89

Taylor 0.079973 0.002726 3129.79
8

Taylor medvariansreduktion 0.042866 0.003423 3117.78

Euler 0.056533 0.002030 2952.85

Euler medvariansreduktion 0.020919 0.001505 2969.90

Taylor 0.056523 0.001932 6279.55
16

Taylor medvariansreduktion 0.020875 0.001513 6252.49

Euler 0.039952 0.001442 5888.30

Euler medvariansreduktion 0.010425 0.000664 5913.01

Taylor 0.039999 0.001384 12514.71
32

Taylor medvariansreduktion 0.010391 0.000662 12460.94

Euler 0.028273 0.000966 11801.02

Euler medvariansreduktion 0.005328 0.000329 11850.02

Taylor 0.028211 0.000961 25099.76
64

Taylor medvariansreduktion 0.005325 0.000311 24998.65

Tabel 6: Undersøgelseaf
�

’s betydning.De fasteparametreer ö°÷4øfùûú�ü , � ÷���� og ý¾÷2ÿ`ø.ø�ø , og
observationerneer simuleretvha. Euler approksimationenmed

õ ÷��»ÿ .
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Betydningen af M.

For at bestemmeestimationsfunktionen ���� , se (18), skal vi bestemmeden betingede
middelværdi������ 
!#"%$'&)(+*-,/. , for 021436587979785;: , ved simulation.Vi har i afsnit 2.4 setpå hvordan
dette gøres,og vi vil både prøve med den basaleMonte Carlo approksimation,se (10), og
denvariansreduceredeversion,se (16). I disseapproksimationerindgår en følge af simulerede
værdierfor processentil tid 0'< , givet vi starteri den observeredeværdi til tid =�0?>@3A.'< . Til
simuleringaf disseværdiervil vi bådeprøvemedEuler skemaetog 1.5 ordensTaylor skemaet,
se delafsnit 2.5.3.

Vi bemærkedei delafsnit 1.2.1 og 1.2.2, at variansenpå approksimationernetil B bliver
mindre,når C bliver større. Vi vil derfor undersøge,hvor stor betydningstørrelsenaf C har
for approksimationernetil B . Kan det f.eks. betalesig at fordoble C og brugedenbasaleMonte
Carlo approksimationfrem for denvariansreduceredeapproksimationeller omvendt?

M Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.

Euler 0.159819 0.005662 382.36

Euler medvariansreduktion 0.223119 0.031265 386.77

Taylor 0.159472 0.005518 814.46
2

Taylor medvariansreduktion 0.224010 0.032881 809.52

Euler 0.113029 0.003959 741.57

Euler medvariansreduktion 0.091911 0.009018 750.43

Taylor 0.112919 0.003793 1578.32
4

Taylor medvariansreduktion 0.091893 0.008832 1570.95

Euler 0.079817 0.002780 1470.87

Euler medvariansreduktion 0.043009 0.003393 1489.24

Taylor 0.079669 0.002910 3130.60
8

Taylor medvariansreduktion 0.042894 0.003399 3114.86

Euler 0.056459 0.001980 2972.49

Euler medvariansreduktion 0.020826 0.001500 3007.58

Taylor 0.056406 0.002014 6321.26
16

Taylor medvariansreduktion 0.020833 0.001409 6293.27

Euler 0.039912 0.001422 5916.29

Euler medvariansreduktion 0.010423 0.000695 5982.08

Taylor 0.039906 0.001396 12590.70
32

Taylor medvariansreduktion 0.010406 0.000665 12532.36

Euler 0.028238 0.001001 11824.11

Euler medvariansreduktion 0.005324 0.000324 11954.61

Taylor 0.028207 0.001004 25163.91
64

Taylor medvariansreduktion 0.005313 0.000327 25049.25

Tabel 7: Undersøgelseaf D ’s betydning.De fasteparametreer EGF�H�I J�K , LMF�N�O og PQFSR;H�HTH , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed UVFXW?R .
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KonstantenC indgår kun i approksimationentil B , så for at se helt konkret på hvilken
virkning størrelsenaf C harpådenneapproksimation,harvi lavetet lille program,somestimerer
500 værdier af approksimationentil B . For hvert estimat af approksimationenbestemmes
spredningen,og somoutputgivesdenempiriskemiddelværdiaf de500værdierfor spredningen
samtdenempiriskespredningaf dennemiddelværdi.Davi skalundersøgebetydningenaf C , vil
vi benyttedesammesætaf observationervedbestemmelseaf alle 500estimater.På dennemåde
kan vi sehvilken effekt, størrelsenaf C har på spredningen.Hvis vi ikke brugersammesætaf
observationer,vil effektendruknei variationenmellemsættene.Her vil vi bådeanvendeEuler
approksimationenog den1.5 ordensTaylor approksimationtil simuleringaf observationerne,og
vi vil lade YZ1[39\]\]\ . Vi minderom, at Y er antal inddelingeraf intervallerne ^_=`0a>b3A.c<d5e0f<hg ,
se afsnit 2.3. Vi ved jo, at approksimationernekonvergerer mod processen,når Y går mod
uendelig,og da vi kun skal simulereén udfaldssti,tagerdet i øvrigt ikke megetlængeretid at
lade Yi143j\6\]\ frem for f.eks. Yi1@k]l . Når vi senereskal til at estimere, , vil vi dog ikke lade
Y væreså stor, da vi så skal simulereen del sætaf observationer.

M Approksimationsmetode. Meanaf se Forskel Spredning Forskel

Euler 0.159714 0.005383

Euler medvariansreduktion 0.223951
+40.22%

0.033174
+516.27%

Taylor 0.159700 0.005489
2

Taylor medvariansreduktion 0.223165
+39.74%

0.031211
+468.61%

Euler 0.113153 0.003886

Euler medvariansreduktion 0.092322
-18.41%

0.008863
+128.08%

Taylor 0.112798 0.004009
4

Taylor medvariansreduktion 0.092493
-18.00%

0.009218
+129.93%

Euler 0.079990 0.002710

Euler medvariansreduktion 0.043065
-46.16%

0.003565
+31.55%

Taylor 0.079973 0.002726
8

Taylor medvariansreduktion 0.042866
-46.40%

0.003423
+25.57%

Euler 0.056533 0.002030

Euler medvariansreduktion 0.020919
-63.00%

0.001505
-25.86%

Taylor 0.056523 0.001932
16

Taylor medvariansreduktion 0.020875
-63.07%

0.001513
-21.69%

Euler 0.039952 0.001442

Euler medvariansreduktion 0.010425
-73.91%

0.000664
-53.95%

Taylor 0.039999 0.001384
32

Taylor medvariansreduktion 0.010391
-74.02%

0.000662
-52.17%

Euler 0.028273 0.000966

Euler medvariansreduktion 0.005328
-81.16%

0.000329
-65.94%

Taylor 0.028211 0.000961
64

Taylor medvariansreduktion 0.005325
-81.12%

0.000311
-67.64%

Tabel 8: Den procentviseeffekt af variansreduktionsteknikkenved bestemmelseaf approksimationentil m ,
når observationernesimuleresvha. Euler approksimationen.
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Et Pascal-program,som simulerer disse observationssæt,er næstenmagen til Pascal-
programmernei AppendiksA afsnit A.10 og A.11. Den enesteforskel er, at de fasteparametre
i const-delensamtudfil-navnetskal ændres.Pascal-programmet,til bestemmelseaf n ved si-
mulation,kan findesi AppendiksA afsnit A.13. Resultatetaf kørslen,hvor observationerneer
simuleretvha. Euler approksimationen,kan sesi tabel6. Tilsvarendesesresultatetaf kørslen,
hvor observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimation,i tabel 7. Da vi
bla. måler CPU-forbruget,bør vi nævne,at programmerneer kørt på maskinenelrond.

Et hurtigt blik på tabellernesigeros,at variansreduktionsmetodenvirker, og der synesikke
at værenogenforskel på, om vi bruger Euler approksimationeneller den 1.5 ordensTaylor
approksimationved bestemmelseaf approksimationentil n og simuleringaf observationerne.
Dettegælderdog ikke tidsforbruget,idet vi kan seen stor forøgelse– mereenden fordobling
– af tidsforbrugetved bestemmelseaf approksimationentil n , når vi benytterden 1.5 ordens
Taylor approksimationi stedetfor Euler approksimationen.Der er dog ikke stor tidsforskelpå,
hvilken approksimationvi anvenderved simuleringaf observationerne.

M Approksimationsmetode. Meanaf se Forskel Spredning Forskel

Euler 0.159819 0.005662

Euler medvariansreduktion 0.223119
+39.61%

0.031265
+452.19%

Taylor 0.159472 0.005518
2

Taylor medvariansreduktion 0.224010
+40.47%

0.032881
+495.89%

Euler 0.113029 0.003959

Euler medvariansreduktion 0.091911
-18.68%

0.009018
+127.78%

Taylor 0.112919 0.003793
4

Taylor medvariansreduktion 0.091893
-18.62%

0.008832
+132.85%

Euler 0.079817 0.002780

Euler medvariansreduktion 0.043009
-46.12%

0.003393
+22.05%

Taylor 0.079669 0.002910
8

Taylor medvariansreduktion 0.042894
-46.16%

0.003399
+16.80%

Euler 0.056459 0.001980

Euler medvariansreduktion 0.020826
-63.11%

0.001500
-24.24%

Taylor 0.056406 0.002014
16

Taylor medvariansreduktion 0.020833
-63.07%

0.001409
-30.04%

Euler 0.039912 0.001422

Euler medvariansreduktion 0.010423
-73.89%

0.000695
-51.13%

Taylor 0.039906 0.001396
32

Taylor medvariansreduktion 0.010406
-73.92%

0.000665
-52.36%

Euler 0.028238 0.001001

Euler medvariansreduktion 0.005324
-81.15%

0.000324
-67.63%

Taylor 0.028207 0.001004
64

Taylor medvariansreduktion 0.005313
-81.16%

0.000327
-67.43%

Tabel 9: Den procentviseeffekt af variansreduktionsteknikkenved bestemmelseaf approksimationen
til o , når observationernesimuleresvha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.
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Vi kanbemærke,at derikke ernævneværdigtidsforskelpåom vi benyttervariansreduktions-
teknikkeneller ej. Når vi benytterEuler approksimationved bestemmelseaf approksimationen
til n , stiger tidsforbrugetmed godt 1%, når vi går fra almindelig approksimationtil varians-
reduceretapproksimation,menstidsforbruget,selvomdet lyder mærkeligt,faldermedca. 0.5%,
når vi benytterden1.5 ordensTaylor approksimationved bestemmelseaf approksimationentil
n og går fra almindelig til variansreduceretapproksimation.

M Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.

Euler 0.159987 0.005599 350.58

Euler medvariansreduktion 0.224385 0.031278 716.18

Taylor 0.159845 0.005812 757.37
2

Taylor medvariansreduktion 0.223561 0.031526 1542.46

Euler 0.112882 0.003837 698.67

Euler medvariansreduktion 0.092093 0.008601 1426.80

Taylor 0.112785 0.004062 1510.20
4

Taylor medvariansreduktion 0.092285 0.009061 3078.32

Euler 0.080112 0.002960 1400.66

Euler medvariansreduktion 0.043020 0.003482 2856.40

Taylor 0.079761 0.002680 3025.71
8

Taylor medvariansreduktion 0.043089 0.003589 6162.61

Euler 0.056608 0.002006 2799.74

Euler medvariansreduktion 0.020898 0.001493 5711.74

Taylor 0.056585 0.001958 6050.45
16

Taylor medvariansreduktion 0.020913 0.001530 12322.86

Euler 0.039986 0.001400 5601.87

Euler medvariansreduktion 0.010460 0.000680 11422.43

Taylor 0.039916 0.001390 12099.87
32

Taylor medvariansreduktion 0.010429 0.000649 24657.15

Euler 0.028272 0.000975 11203.36

Euler medvariansreduktion 0.005345 0.000325 22866.88

Taylor 0.028299 0.000977 24218.70
64

Taylor medvariansreduktion 0.005310 0.000325 49339.97

Tabel 10: Undersøgelseaf om fejlen i po har nævneværdigbetydning.De fasteparametreer,
som i tabel 6, qsrStvuxw�y , z{r}|�~ og ��rG�;t�t�t , og observationerneer
simuleretvha. Euler approksimationenmed ��r��?� .

Effektenaf variansreduktionener, somvi skal se,ogs̊a densammeuansethvilken approksi-
mation vi anvender.For at få et overblik over effekten af variansreduktionsteknikkenhar vi i
tabel8 og 9 opskrevetdenprocentviseforskelfra enalmindeligEulerapproksimationtil enEuler
approksimationmedvariansreduktionog tilsvarendefor den1.5 ordensTaylor approksimation.
I tabel8 er observationernesimuleretvha. henholdsvisEulerapproksimationenog i tabel9 vha.
den1.5 ordensTaylor approksimation.Af tabel8 og 9 servi, at for helt små værdieraf � , dvs.
� �4� , er Meanaf semindst,hvis vi ikke benyttervariansreduktionsteknikker.
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Det sammegør sig gældendefor spredningenaf Mean af se, når � ��� . Vi ser ogs̊a,
at effekten af variansreduktionsmetodenbliver større,når � bliver større. Vi bemærkedei
delafsnit2.4.1, at vi beg̊ar en fejl ved bestemmelsenaf n ved simulation. For at tjekke om
dennefejl har nogenpraktisk betydning,har vi ogs̊a lavet et Pascal-program,hvor n , ved de
variansreduceredeapproksimationer,approksimeresmed �na� i stedetfor �n , se formel (16) samt
lige under denneformel.

M Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.

Euler 0.159594 0.005549 395.92

Euler medvariansreduktion 0.227303 0.034800 754.27

Taylor 0.159386 0.005634 800.02
2

Taylor medvariansreduktion 0.223924 0.030224 1624.42

Euler 0.113012 0.003887 791.44

Euler medvariansreduktion 0.091827 0.008927 1505.53

Taylor 0.112812 0.003886 1598.70
4

Taylor medvariansreduktion 0.092242 0.009261 3241.93

Euler 0.080029 0.002864 1574.76

Euler medvariansreduktion 0.042886 0.003441 3008.24

Taylor 0.079756 0.002773 3189.94
8

Taylor medvariansreduktion 0.042762 0.003423 6495.18

Euler 0.056536 0.002023 3155.22

Euler medvariansreduktion 0.020935 0.001472 6011.63

Taylor 0.056368 0.001925 6380.85
16

Taylor medvariansreduktion 0.020887 0.001493 12976.71

Euler 0.039990 0.001376 6289.18

Euler medvariansreduktion 0.010456 0.000658 11998.48

Taylor 0.039867 0.001386 12733.49
32

Taylor medvariansreduktion 0.010428 0.000694 25898.50

Euler 0.028255 0.000987 12628.37

Euler medvariansreduktion 0.005327 0.000317 24104.11

Taylor 0.028248 0.000971 25555.31
64

Taylor medvariansreduktion 0.005313 0.000328 51957.70

Tabel 11: Undersøgelseaf om fejlen i po har nævneværdigbetydning.De fasteparametreer,
som i tabel 7, qsr}t�u wTy , z{r}|�~ og ��r���tTt�t , og observationerneer
simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ��r��?� .

Dette Pascal-programkan findes i AppendiksA afsnit A.14 og resultatetaf kørslernepå
maskinenelrond er vist i tabel 10 og 11. Bortset fra de store tidsmæssigeforskelle mellem
beregningerneaf �n og �n�� ser vi ingen nævneværdigforskel. Man kan måske enddamed
fordel benytteapproksimationenmed fejl, da dennegiver sammeresultat,som den korrekte
approksimation,men på kortere tid.
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Betydningen af N.
Vi vil nu undersøgebetydningenaf antallet � af delintervalleri Taylor approksimationerne,

se delafsnit 2.5.3. Vi vil ogs̊a her fastholdeobservationssættet,såledesat ændringerneikke
drukner i spredningenmellem sættene.Vi vil simulereobservationernevha. den 1.5 ordens
Taylor approksimation,idet vi jo så ovenfor, at der ikke er den store forskel tidsmæssigtpå
om vi anvenderdenneeller Euler approksimationen,men vi ved, at den 1.5 ordensTaylor
approksimationkonvergerer hurtigere. Vi vil ogs̊a her lade � � �j�]�]� , når vi simulerer
observationerne.Vi ved, jfr. delafsnit 2.3.1, at Taylor approksimationernekonvergerer mod
processen,når ���{���8� går mod � . Vi vil derfor forventemindrebiasnår � gøresstørre.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

N Mean(�� ) se
CPU-forbrug

i sek.
N Mean(�� ) se

CPU-forbrug

i sek.

2 -0.968152 0.009283 1089.65 2 -1.026211 0.009747 2238.56

4 -0.994739 0.008407 2160.09 4 -1.024688 0.008596 4428.78

8 -1.011050 0.009938 4197.30 8 -1.023311 0.008904 8785.93

16 -1.016462 0.009729 8256.73 16 -1.023743 0.008436 17665.11

32 -1.017913 0.009775 16497.19 32 -1.023940 0.008460 35093.53

64 -1.021912 0.008503 32803.46 64 -1.022087 0.009272 70785.61

Metode: Euler approksimation

medvariansreduktion.

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation

medvariansreduktion.

2 -0.968423 0.001772 1067.11 2 -1.024746 0.002003 2256.36

4 -0.995449 0.001488 2121.17 4 -1.022849 0.002057 4449.48

8 -1.008516 0.001779 4194.82 8 -1.022351 0.002086 8873.36

16 -1.015811 0.001887 8291.48 16 -1.022124 0.002175 17677.83

32 -1.018901 0.001701 16668.14 32 -1.022300 0.001898 35279.48

64 -1.020139 0.001948 32902.68 64 -1.022183 0.001953 69621.68

Tabel 12: Undersøgelseaf z ’s betydning.De fasteparametreer qGr�t�u wTy , ��r�|�~ og �QrX��t�tTt , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ��r��?� og zbrS��t�tTt .

Et Pascal-program,som for forskellige værdier af � og vha. den almindelige Euler
approksimationestimerer100værdieraf � , finderdenempiriskemiddelværdiog spredningsamt
måler CPU-forbruget,findesi AppendiksA afsnit A.15. Den enesteforskel fra detteprogram
og programmet,hvor vi estimerervha. denalmindelige1.5 ordensTaylor approksimation,er, at
navnenepå include-filerneskalændresfra f.eks. xEuler.incltil xTaylor.incl. De tilsvarendekald
af funktionersamtnavnetpå output-filenskalnaturligvisogs̊a ændres,menda derellersikke er
nogenforskel,vil vi ikke gengivedetteprogrami AppendiksA. Nårvi gårovertil estimationvha.
den variansreduceredeudgaveaf Euler approksimationen,skal der definereslidt flere variable,
menellers ligger denstoreforskel igen i include-filerne. Vi vil dog gengivePascal-programmet
for denneversion,seAppendiksA afsnit A.16, mensden tilsvarendemedestimationvha. den
variansreducerede1.5ordensTaylorapproksimationudelades,idetdenfremkommervedatændre
på detteprogramde sammesteder,somvi ændredeved denalmindeligeapproksimation.

Resultatetaf programkørslernekan sesi tabel12. Vi bemærker,at vi endnuenganghar sat
� �¡ A¢ , £��4�j�]�]� og �¤�M��¥_�6¦ , somer dehenholdsvisstørsteog mindsteværdier,vi vil bruge
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til disseparametre.Programmerneer kørt på maskinenelrond. Når vi estimerervha. Euler
approksimationerne,ser vi som forventet,at biasenbliver mindre,når � bliver større. Når vi
estimerervha. 1.5 ordensTaylor approksimationerne,er der tilsyneladendeingenmålbareffekt
af at ændrepå størrelsenaf � . Vi ser endvidere,at størrelsenaf � ingen betydninghar for
størrelsenaf den empiriskespredning.Til gengælder effekten af at anvendevariansreduktion
tydelig, idet spredningen,når vi estimerervha. de almindeligeapproksimationer,er tre til seks
gangestørreend spredningen,når vi estimerervha. de variansreduceredeudgaver. Tendensen
bliver tydeligere,hvis vi sætterantalletaf observationernedog størrelsenaf � op, så vi har i
tabel 13 givet resultatetaf kørslernemed £s�§�A�]� og �¨�©� .

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

N Mean(�� ) se
CPU-forbrugi

sek.
N Mean(�� ) se

CPU-forbrugi

sek.

2 -0.856406 0.011915 205.30 2 -1.104419 0.016928 426.13

4 -0.949731 0.011884 397.04 4 -1.058555 0.017442 845.37

8 -0.997375 0.014170 796.10 8 -1.051428 0.017015 1674.20

16 -1.024263 0.015088 1586.19 16 -1.050652 0.017191 3363.56

32 -1.034736 0.015076 3180.34 32 -1.047590 0.014170 6734.56

64 -1.041445 0.015684 6352.06 64 -1.050747 0.015745 13439.21

Metode: Euler approksimation

medvariansreduktion.

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation

medvariansreduktion.

2 -0.855447 0.003280 205.99 2 -1.103203 0.005557 426.00

4 -0.948062 0.004097 409.10 4 -1.058240 0.005015 855.85

8 -0.996958 0.004497 799.33 8 -1.049978 0.004196 1710.52

16 -1.021575 0.004815 1596.16 16 -1.047034 0.004841 3409.05

32 -1.033923 0.003986 3185.53 32 -1.047539 0.004876 6834.02

64 -1.039688 0.004700 6387.00 64 -1.046726 0.004470 13626.39

Tabel 13: Undersøgelseaf z ’s betydning.De fasteparametreer ª�«¬ , ®©«�¯�° og ±²«}³-´�´ , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed µ�«S¶?¬ og ·b«}¬;´�´�´ .

Forskellenei spredningen,når vi går fra almindelige til variansreduceredeapproksima-
tioner, er dog lidt større, når ¸ ¹ º�»�¼6½ og ¾¿¹ À9º]º]º , end når ¸ ¹ À og ¾¿¹ ¼6º]º .
I Bibby & Sørensen[3] bliver det i øvrigt ogs̊a bemærket,at størrelsenaf Á ikke har denstore
betydning.Vi kandogseat tidsforbrugetfordobles,når størrelsenaf Á fordobles,og dader ikke
synesat værenogengrundtil at lade Á værestørreend16,kanderalligevelhentesnogettid her.

Estimationsresultater.
En sidste ting, som har betydning for hvor godt estimatetbliver, er antallet af led i

estimationsfunktionen,det vil sige størrelsenaf ¾ , samtafstandenmellem observationerne,det
vil sige ¸ . Dissevil oftestværefastlagtaf detgivnedata-materiale,og detteer envigtig forskel
i forhold til Á og Â , somvi jo selv bestemmerstørrelsenaf. Selvomvi såledesfinder ud af,
at ¾ helstskal væreaf en vis størrelse,er detalts̊a ikke sikkert,at vi kan få detteønskeopfyldt.
Størrelsenaf ¸ er, når vi ser bort fra selve observationerne,mindre kritisk, idet vi blot kan
vælgestørrelsenaf Á i forhold til størrelsenaf ¸ . Såledeskan vi i Taylor approksimationerne
opn̊a nøjagtigden længdeaf delintervallerne,som vi måtte ønske.

47



Vi vil estimereÃ ved forskelligeværdieraf ¾ og ¸ for forskelligesætaf fastholdteværdier
for Á og Â . Vi vil for fastholdt ¸ , ¾ , Á og Â udregneestimaternevha. af de forskellige
metoderpå de sammesætaf observationer,såledesat resultaterneved de forskellige metoder
skulle være direkte sammenligneligefor hvert sæt af ¸ , ¾ , Á og Â . Et eksempelpå et
Pascal-program,somestimerer100værdieraf Ã , finderdenempiriskemiddelværdiog spredning
samtmåler CPU-forbruget,kan sesi AppendiksA afsnit A.17. I forbindelsemedberegningaf
CPU-forbrugetbør vi vel endnuengangnævne,at programmerneer kørt på maskinenelrond.
Programmetmodificereslet til estimeringved de forskellige værdieraf ¾ og ¸ . Vi vil kun
simulereobservationernevha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.Resultatetaf kørslerne
kan sesi tabel14 – 18. Vi vil naturligvissammenlignemedde værdier,somer angiveti Bibby
& Sørensen[3], så ét sætaf Á og Â er derfor Á ¹i¼6Ä og Â ¹©¼6Ä . Bemærk,at der godt
nok anvendesÁ�¹Å¼]½ og Â ¹Æ¼6½ i Bibby & Sørensen[3], menvi udnytterjo, at Box–Müller
algoritmengiver to uafhængigeudfaldpr. kald, så af praktiskegrundekrævervi, at M er et lige
tal. Udover ÇÈÁ�É�ÂÆÊ�¹ËÇÈ¼6Ä�É�¼6ÄÌÊ vil vi undersøgeÇÈÁ�É�ÂÅÊÎÍ�ÏÐÇ�ÀjÄÑÉ9ÀjÄÐÊeÉjÇ�ÀjÄÑÉ�Ò]¼ÌÊ-ÉjÇ`Ò/¼ÑÉ-Ò]¼ÌÊ-ÉjÇ`Ò/¼ÑÉ9À9ÄÐÊ ,
hvor vi isærvil interessereos for betydningenaf størrelsenaf Â .

Ó Ô
Meanaf ÕÖ se

CPU-

forbrug

i sek.

Ó Ô
Meanaf ÕÖ se

CPU-

forbrug

i sek.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

0.25 200 -1.035359 0.276538 1051.79 0.25 200 -1.035029 0.277987 2234.55

0.25 500 -1.033909 0.152639 2618.59 0.25 500 -1.033960 0.149783 5615.09

0.25 1000 -0.996680 0.110129 5200.88 0.25 1000 -1.001880 0.111316 11154.31

0.50 200 -0.999419 0.229188 1047.18 0.50 200 -1.013738 0.231879 2228.97

0.50 500 -1.006663 0.116989 2628.57 0.50 500 -1.013254 0.118426 5602.21

0.50 1000 -1.001880 0.094260 5250.61 0.50 1000 -1.006370 0.094858 11233.65

1.00 200 -1.021106 0.165676 1099.46 1.00 200 -1.038193 0.167019 2350.16

1.00 500 -1.016331 0.099961 2635.51 1.00 500 -1.031609 0.106515 5610.54

1.00 1000 -0.992080 0.068686 5245.89 1.00 1000 -1.006890 0.068169 11159.78

Metode: Euler approksimation

medvariansreduktion.

Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation

medvariansreduktion.

0.25 200 -1.033081 0.275037 1052.22 0.25 200 -1.038047 0.275461 2254.17

0.25 500 -1.030093 0.148040 2643.84 0.25 500 -1.034048 0.149763 5774.57

0.25 1000 -0.998049 0.109610 5254.65 0.25 1000 -1.001287 0.109791 11452.17

0.50 200 -1.003315 0.224177 1052.27 0.50 200 -1.011980 0.227850 2290.71

0.50 500 -1.005205 0.115390 2645.41 0.50 500 -1.012163 0.116348 5746.60

0.50 1000 -0.997646 0.094506 5284.33 0.50 1000 -1.005696 0.095100 11556.92

1.00 200 -1.018081 0.162624 1103.81 1.00 200 -1.034231 0.165301 2399.37

1.00 500 -1.013013 0.099430 2647.34 1.00 500 -1.029316 0.101146 5675.83

1.00 1000 -0.989473 0.068015 5254.58 1.00 1000 -1.004033 0.070527 11281.11

Tabel 14: Estimeringaf × for forskelligeværdieraf Ø og Ù . De fasteparametreer ÚMÛ�Ü-Ý og Þ�Û�Ü�Ý , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ×VÛßáà .
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Vi sammenlignerførst tabel 14 med Table 4.6 fra Bibby & Sørensen[3], og ser at de to
tabellerstemmerfint overens,og der er ikke tegnpå at vi estimerehverkendårligereeller bedre
end i Bibby & Sørensen[3]. I Bibby & Sørensen[3] Figur 4.5 er der tegnetet QQ-plot for
100 estimateraf â når ãåä�æAç]ç , èZä§ç�é�ê]æ , ë äìê6í og î äìê6í . De konkluderer,at plottet
viser, at fordelingenaf estimatorerneer tæt på en normalfordeling. De bemærkerendvidere,
at det tilsvarendeplot for ãsäïê6ç]ç viser, at normalitetendnuikke er nået. Lad os lave disse
plot for hver af de fire approksimationsmetodermed èðäiç�é�ê]æ og ã@ñÆòAê6ç]çÑó-æ6ç]ç�ó�ôjç]ç]çÌõ . Et
Pascal-programtil beregningaf estimaternekan findesi AppendiksA afsnit A.18. QQ-plottene
er vist i figur 13 og tegnetvha. S-PLUS,se AppendiksC afsnit C.5. De rette linier i QQ-
plotteneer linierne gennemden empiriskemiddelværdiog med den empiriskespredningsom
hældning. Værdiernefor den empiriskemiddelværdiog spredninger udskrevettil sammefil
som selveestimaterne,og må derfor aflæses,skrivesind i S-PLUS-programmetog fjernesfra
output-filerne,før S-PLUS-programmetkøres. Af disseplot kan vi for alle tre værdieraf ã ,
ogs̊a for ãGä¤êAç]ç , konkludere,at en antagelseom normalitetsynesrimelig.
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Metode: Euler. n=200
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Metode: Euler. n=500
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Metode: Euler. n=1000
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Metode: Euler med variansreduktion. n=200
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Metode: Euler med variansreduktion. n=500
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Metode: Euler med variansreduktion. n=1000
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Metode: Taylor. n=200

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•

•

•

••
•

•

•

•

•
•

•

•

•

••

•

•

•

•
•

•

••

•

•

••

•

•

• •

•

•

•
••

•
•

•
•

••

•

•

•

•

•

•

••

••
•

•

•

•
•

•

•

•
•

••

•

•

•

••

••

•

•
•

•
•

•

•

•

•
•

•

•

•
•

•

Quantiles of Standard Normal

es
t5

00
[, 

3]

-2 -1 0 1 2

-1
.3

-1
.1

-0
.9

-0
.7

Metode: Taylor. n=500
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Metode: Taylor. n=1000
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Metode: Taylor med variansreduktion. n=200

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
•

•

•

•

•

•

•• •

•

•

•

•
•

•

•

•

•
•

•

•

•

•
•

•

•
•

•

•

••

•

•

••

•

•

•
•

•

•
•

•

•

••

•

•

•

•

•

•

••
•••

•

•

•
•

•

•• •

••

•

•

•

••

••

•

•
•

•

•

•

•

•

•

•

•

•
•

•

•

Quantiles of Standard Normal

es
t5

00
[, 

4]

-2 -1 0 1 2

-1
.3

-1
.1

-0
.9

-0
.7

Metode: Taylor med variansreduktion. n=500
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Metode: Taylor med variansreduktion. n=1000

Figur 13: QQ-plot til tjek af normalitetfor estimatorernei denhyperbolskediffusionsprocesmedös÷}øvùxú�û
, üþýþÿ ú�øTø��Èû�ø�ø�����øTø�ø�� , � ÷Sú	� og 
 ÷Sú	�

. Observationerneer
simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.
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� �
Meanaf � se CPU-forb. i s.

� �
Meanaf � se CPU-forb. i s.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

0.25 200 -1.047224 0.259409 406.26 0.25 200 -1.055010 0.253230 870.39

0.25 500 -1.031755 0.162724 1020.07 0.25 500 -1.041438 0.168511 2182.65

0.25 1000 -1.015730 0.111360 1980.47 0.25 1000 -1.025098 0.109164 4286.10

0.50 200 -0.977373 0.174363 399.29 0.50 200 -0.998613 0.185725 855.66

0.50 500 -1.008955 0.121815 991.53 0.50 500 -1.019795 0.126091 2125.25

0.50 1000 -0.982222 0.080258 2008.44 0.50 1000 -0.994446 0.086179 4316.93

1.00 200 -0.990051 0.160512 423.06 1.00 200 -1.014888 0.175382 911.88

1.00 500 -0.967061 0.111520 1000.98 1.00 500 -0.987144 0.116108 2126.05

1.00 1000 -0.983079 0.085800 2021.86 1.00 1000 -1.005659 0.086397 4291.15

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. medvariansreduktion.

0.25 200 -1.041145 0.253713 413.53 0.25 200 -1.050410 0.253824 876.61

0.25 500 -1.028225 0.166255 1040.48 0.25 500 -1.035396 0.166028 2208.53

0.25 1000 -1.013760 0.109040 2025.84 0.25 1000 -1.019275 0.112125 4269.76

0.50 200 -0.977190 0.175531 402.13 0.50 200 -0.990813 0.177682 868.67

0.50 500 -1.003037 0.122586 998.65 0.50 500 -1.017407 0.125161 2164.82

0.50 1000 -0.978215 0.078453 2056.06 0.50 1000 -0.990520 0.080610 4332.21

1.00 200 -0.980530 0.160372 425.84 1.00 200 -1.003762 0.167866 928.69

1.00 500 -0.960139 0.111003 1007.27 1.00 500 -0.985525 0.118242 2161.76

1.00 1000 -0.977849 0.081026 2035.49 1.00 1000 -1.001887 0.086045 4362.66

Tabel 15: Estimeringaf � for forskelligeværdieraf � og � . De fasteparametreer ������� og ������� , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ������� .

 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

0.25 200 -1.009973 0.234956 795.34 0.25 200 -1.018250 0.244142 1706.21

0.25 500 -1.028884 0.152730 1990.29 0.25 500 -1.035623 0.153727 4271.14

0.25 1000 -0.985020 0.103338 3985.81 0.25 1000 -0.990183 0.103687 8553.42

0.50 200 -0.976509 0.208023 793.98 0.50 200 -0.987151 0.216957 1699.82

0.50 500 -0.994556 0.132852 1972.18 0.50 500 -1.005798 0.139368 4231.63

0.50 1000 -0.993406 0.088231 3976.52 0.50 1000 -1.005205 0.092052 8542.42

1.00 200 -0.976912 0.159998 851.11 1.00 200 -1.003213 0.165169 1821.16

1.00 500 -0.980640 0.096197 1981.55 1.00 500 -1.007139 0.103073 4202.78

1.00 1000 -0.979673 0.071968 3990.51 1.00 1000 -1.006575 0.075502 8471.42

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. medvariansreduktion.

0.25 200 -1.010244 0.232280 813.42 0.25 200 -1.017671 0.238811 1712.78

0.25 500 -1.029514 0.150843 2031.49 0.25 500 -1.036509 0.152591 4289.76

0.25 1000 -0.981548 0.101148 4068.99 0.25 1000 -0.988630 0.102590 8589.73

0.50 200 -0.974985 0.208865 797.38 0.50 200 -0.987810 0.213753 1728.85

0.50 500 -0.993413 0.131148 1983.42 0.50 500 -1.006714 0.135270 4294.71

0.50 1000 -0.992080 0.087809 4068.53 0.50 1000 -1.005212 0.090736 8579.32

1.00 200 -0.974304 0.156663 852.86 1.00 200 -1.000737 0.165591 1858.99

1.00 500 -0.977805 0.095947 1989.81 1.00 500 -1.002524 0.100563 4281.20

1.00 1000 -0.978384 0.071011 4010.00 1.00 1000 -1.001375 0.074138 8592.12

Tabel 16: Estimeringaf � for forskelligeværdieraf � og � . De fasteparametreer ������� og ���%$'& , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ������� .
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 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

0.25 200 -1.036721 0.245579 1600.21 0.25 200 -1.042222 0.242438 3436.49

0.25 500 -1.018389 0.159501 3978.66 0.25 500 -1.017957 0.161547 8552.93

0.25 1000 -0.999229 0.105415 7886.31 0.25 1000 -1.003271 0.108588 16914.28

0.50 200 -1.015730 0.209501 1601.28 0.50 200 -1.023911 0.212651 3444.91

0.50 500 -0.984792 0.119054 3995.00 0.50 500 -0.992944 0.119411 8587.31

0.50 1000 -1.005366 0.104451 7875.02 0.50 1000 -1.013350 0.106670 16888.38

1.00 200 -1.024233 0.172507 1649.20 1.00 200 -1.034202 0.179340 3534.25

1.00 500 -0.984866 0.099599 3993.59 1.00 500 -0.997493 0.101737 8551.84

1.00 1000 -0.988674 0.076939 7926.84 1.00 1000 -1.002341 0.081859 16949.52

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. medvariansreduktion.

0.25 200 -1.038259 0.238129 1635.86 0.25 200 -1.040083 0.238770 3448.15

0.25 500 -1.015400 0.157297 4073.46 0.25 500 -1.018433 0.158127 8584.12

0.25 1000 -0.996760 0.106450 7948.20 0.25 1000 -0.999902 0.107427 17394.80

0.50 200 -1.016213 0.208982 1611.12 0.50 200 -1.023721 0.212024 3504.02

0.50 500 -0.986221 0.115609 4019.73 0.50 500 -0.993142 0.118290 8730.07

0.50 1000 -1.004883 0.102795 7953.33 0.50 1000 -1.011204 0.104178 17359.01

1.00 200 -1.020579 0.171786 1655.54 1.00 200 -1.033323 0.176448 3602.78

1.00 500 -0.981694 0.097044 4008.44 1.00 500 -0.993750 0.099407 8725.92

1.00 1000 -0.986521 0.077392 7936.18 1.00 1000 -0.998247 0.078530 17130.96

Tabel 17: Estimeringaf � for forskelligeværdieraf � og � . De fasteparametreer ���($)& og �*�%$)& , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ������� .

 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

 !
Meanaf "# se CPU-forb. i s.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.

0.25 200 -1.032422 0.233126 797.94 0.25 200 -1.044917 0.238416 1714.32

0.25 500 -1.025515 0.147223 1992.75 0.25 500 -1.035813 0.154433 4279.59

0.25 1000 -1.015195 0.112922 3943.51 0.25 1000 -1.019048 0.113114 8487.64

0.50 200 -1.040259 0.217812 791.23 0.50 200 -1.047078 0.225658 1701.89

0.50 500 -1.003630 0.114113 1982.81 0.50 500 -1.008376 0.118125 4256.64

0.50 1000 -0.980691 0.079498 3969.54 0.50 1000 -0.986353 0.083373 8526.03

1.00 200 -1.018894 0.186298 841.93 1.00 200 -1.032854 0.188757 1803.21

1.00 500 -0.977644 0.100836 1995.37 1.00 500 -0.990710 0.100950 4230.39

1.00 1000 -0.981218 0.080063 3971.95 1.00 1000 -0.998240 0.082551 8440.15

Metode: Euler approksimationmedvariansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. medvariansreduktion.

0.25 200 -1.030459 0.227315 814.07 0.25 200 -1.034077 0.232016 1719.71

0.25 500 -1.022900 0.144527 2036.03 0.25 500 -1.027939 0.148356 4298.64

0.25 1000 -1.013064 0.109552 4037.63 0.25 1000 -1.015774 0.111362 8523.51

0.50 200 -1.037065 0.218787 796.05 0.50 200 -1.045510 0.220705 1727.98

0.50 500 -0.999082 0.114201 1993.19 0.50 500 -1.005535 0.115027 4322.49

0.50 1000 -0.978706 0.076521 4058.59 0.50 1000 -0.985203 0.078136 8571.65

1.00 200 -1.011921 0.180648 844.53 1.00 200 -1.027031 0.186470 1838.66

1.00 500 -0.974282 0.096837 2002.04 1.00 500 -0.986396 0.099615 4313.61

1.00 1000 -0.980435 0.077775 3988.57 1.00 1000 -0.991465 0.080280 8607.72

Tabel 18: Estimeringaf � for forskelligeværdieraf � og � . De fasteparametreer ���($)& og �*����� , og
observationerneer simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationmed ������� .
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Hvis vi ser lidt nærmerepå tabel14, kan vi se,at spredningenbliver mindrenår + og/eller,
bliver større. Der er en svag tendenstil, at biasenbliver mindre, når + bliver større,men

næppenogetder kan havepraktiskbetydning.Biasener i det heletagetikke særlig stor. Hvad
ang̊ar effektenaf variansreduktionerne,så er densværat seog druknernok i spredningenmellem
observationssættene,mender er dogen tendenstil mindrespredning,når de variansreducerende
approksimationeraf den betingedemiddelværdi - anvendes.

I tabel 15, hvor . / 0 / 132 , tabel 16, hvor . / 142 og 0 / 576 , tabel 17, hvor.8/90 /95:6 , og tabel18,hvor .;/<576 og 0 /=142 , servi sammetendensi spredningerne,som
vi bemærkedeovenfor. Hvis vi sammenlignertabel15 medtabel16, kanvi se,at deter sværtat
sigenogetentydigtom hvilken effekt, størrelsenaf 0 harpå estimaterne.Vi ser,at spredningen
noglegangebliver mindreog noglegangestørre,når 0 bliver større.Detteskyldesformodentlig
igen, at effekten, af at gøre 0 større,drukner i variationenmellem observationssættene.Det
ville derfor væreinteressantat variere 0 underbrug af de samme100 observationssæt for på
denmådeat fjernevariationenmellemsættenefor de forskelligeværdieraf 0 , menvi har ikke
prøvetat gøredette. Ved sammenligningaf tabel 17 med tabel18 servi sammetendens,eller
mangelpå samme,som ved sammenligningaf tabel 15 med tabel 16.

Vi nævntetidligere,at det er interessantat undersøge,om det er bedref.eks. at anvendeen
variansreduceretEulerapproksimationmed 0 /=142 fremfor enalmindeligEulerapproksimation
med 0 />576 . Vi så tidligere, at hvis vi kun betragterapproksimationentil den betingede
middelværdi- , så er svaretklart ja. Dels får vi mindrespredning,og dels tagerberegningerne
kuncirkadenhalvetid, sef.eks. tabel6. Nårvi serpå resultaternei tabel15og16samti tabel17
og 18, er det sværereat give et klart svar. Tidsmæssigter der sammefordel somfør, menhvad
ang̊ar spredningen,så druknerdenalts̊a desværrei variationenmellemobservationssættene.Der
synesimidlertid ikke at værenogengrund til ikke at scoreden tidsmæssigegevinst,men igen
kunnedet haveværetinteressantat seeffekten,når variationenmellemobservationssættenefor
de forskellige værdieraf 0 fjernes.

Hvis vi i stedetserpå effektenaf . , så kanvi ved sammenligningaf tabel15 medtabel18
og tabel 16 med tabel 17 ikke se nogenklar tendenstil, at biasenændresaf en fordobling af. fra .?/@142 til .?/A576 . Derimodservi, somforventet,en fordobling af tidsforbruget,og vi
må derfor konkludere,at .B/C1�2 er at foretrækkefrem for . /D576 . Igen ville det nok have
væretpå sin pladsat fjerne variationenmellem observationssættenefor de forskellige værdier
af . , men fra den tidligere undersøgelseaf betydningenaf . ved vi, at for 0 /E2GF er der
intet at hentei form af mindrebiasved en fordobling af .;/=142 til .?/9576 , setabel12 og 13.
Der er ingen grund til at tro, at dette faktum ændresaf at sætte0 /;142 eller 0 /H576 , men
det burde nok undersøgesnærmere.

Hvis vi slutteligt sammenlignertabel14 og 17 medtabel15, må konklusionenvære,at der
ikke er nogengrundtil at brugenæstentre og fire gangeså lang tid på at finde nogleestimater
for I , som ikke er væsentligtbedre.
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3 Approksimativ likelihood inferens.

Vi vil i dettekapitel se på den estimationsmetodefor diffusionsprocesser,som indføresi
Pedersen[18]. Dette er en metodeaf den type, hvor log-likelihoodfunktionenapproksimeres,
hvorefterestimatetfindesvedat maksimeredenapproksimativelog-likelihoodfunktion.Metoden
er alts̊a i god tråd med, at hvis vi kendteovergangstæthederne,så ville vi finde maksimum
likelihood estimatetfor den ukendteparameterI . I artiklen af Pedersen[18] behandleshelt
generellediffusionsprocesser,alts̊a løsningertil stokastiskedifferentialligningerpå formen (5),
som eventueltogs̊a kan væretidsafhængige.

3.1 Den approksimative overgangst æthed.

Den egentligeapproksimationligger i overgangstætheden. Vi skal i det følgendese, at
denapproksimation,somer givet i Pedersen[18], har udgangspunkti Euler approksimationen.
I de teoretiskeovervejelserviser det sig, at Euler approksimationen,se delafsnit 2.3.2, med
fordel kan omskrivesved at anvendeen andendiffusionskoefficient og en andenWienerproces,
som endviderekan væreaf laveredimension. Euler approksimationengår ogs̊a undernavnet
Euler–Maruyamaapproksimationenog for at skelnede to opskrivninger,vil vi give den nye
opskrivningdettenavn. Omskrivningener en følge af nedenst̊aendeLemma6.

Lemma 6.
Enhverløsningtil denstokastiskedifferentialligning(5) er ogs̊a løsningtil følgendestokastiske
differentialligning:

J7K�LNM9OQPSR�TUKVL'WYX7Z)[:R]\�^`_a P�R	TbK�L�WYXcZd[7efgL ,
KVLihjM<kml

,
Ron�p R)lqTbros

, (23)

hvor
e f

er en
[
-dimensionalstandardWiener procesgivet ved, at

[cefgLtM9^vu _a P�R	TbK�L�WYXcZxwyPzR	TbK�LUWYX7Z)[{f|L ,
Ron�p R)lqTUr}s

.

Her betegnerden symmetriske
[�~�[

matriks
^ _a PzR	TUktWYXcZ den positivt definitte kvadratrodaf^mP�R	TUktWYX7Z

givet ved, at

^N_a PzR	TUktWYX7Z)^`_a P�R	T�ktWYXcZyM�^mP�R	T�ktWYXcZ .

Bevis.
Vi betegnerdeninversematrikstil

^ _a P�R	TUktWYX7Z med
^ u�_a P�R	TUktWbXcZ , og deneksisterer,da

^ _a P�R	TUktWbXcZ
er positiv definit. Lad os regnelidt på denstokastiskedifferentialligning(5):

[7K�Ly���Y�M�OQPzR	TbK�LUWbXcZ)[:R]\�wyPzR	TbK�LUWbXcZ)[{f|L
M9OQPzR	TbK�LUWbXcZ)[:R]\�^ _a PzR	TbK�LUWYX7Z)^�u _a PzR	TbK�LUWYX7Z)wyPzR	TbK�LUWbXcZ)[{f|L
M9OQPzR	TbK�LUWbXcZ)[:R]\�^ _a PzR	TbK�LUWYX7Z)[ ef|L ,

hvor [cefgL|M�^�u�_a P�R	TUKVL�WYX7Z)wyPzR	TbK�L�WbXcZ)[{f|L .
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Euler–Maruyama approksimationen.
Vi betragterengenerel

[
-dimensionaldiffusionsproces

K
defineretpået intervallet

p��:TURdst�@p R)lqTbr�s
og får så følgendeskema:��� h'� � M<K���M�k

� �d� � � M � �d�d� _ � � \9Pz�4�����4� u�� Z`��O�P���� u�� T � �d�'� _ � � WYXcZ\�^`_a P���� u�� T � � �'� _ � � WYXcZYPxfA�
� �� � �*fA� � �� �'� _ Z , � M= qT�¡�¡�¡�Tb¢

,

hvor � � MA��\ � �
RN�*�
¢ , � M9£¥¤�¦:¤3§3§�§�¤b¨ ,

og ©�ª�« ¬ er en ® -dimensionalstandardWiener proces,så¯ © ª°« ¬±x²´³ © ª	« ¬±d²'µ�¶	·¹¸ ¨»º ¯½¼ ¤ ¯�¾�¿ ³ ¾�¿�À�Á ·`Â4Ã º ·¹Ä ¨Åº ¯Æ¼ ¤qÇ ³*È¨ Â4Ã º · , É Ä ¦q¤�§�§�§�¤Y¨
.

Bemærk,at
¾�Ê ÄËÈ og

¾3Ì Ä Ç .
Vi lader så Í  «

Ì Ä Í ±½Î «
Ì

væreEuler–Maruyamaapproksimationentil Ï  .

Bemærkning.
UnderbetingelserneB1) – B3), seafsnit2.1, vil Euler–Maruyamaapproksimationenkonvergere
stengtmed orden Ð�ÑÓÒ�ÔÖÕ i ×

Á ¯½Ø
ª	« ¬b« Ù · , det vil sige, atÚ�ÛiÜÌ�Ý(Þàß�áQâ)ã ä�ã å{æèç Ï  ³ Í  «

Ì ç é Ä Ò ,
se delafsnit2.3.1. Hvis overgangsfordelingen

Ø
ª°« ¬U« ÙÅê Í  «

Ì
af Í  «

Ì
under

Ø
ª	« ¬b« Ù har en tæthedë Ì ¯ È ¤Uìtí�î	íbïmðYñcò mht. Lebesguem̊alet på ó , så motivererdetteresultattil at brugedennetæthed

som approksimationtil diffusionsprocessensovergangstæthedô�õxö í'÷tíUî	íbï�ðYñcò .
Vi haralts̊anuetbudpå,hvordandenukendteovergangstæthedkanapproksimeres,ogvi skal

i Sætning3 og 4 se,at dettebuder ganskefornuftigt. Vi vil dogførstvise,at denapproksimative
overgangstæthedôvø�õxö íU÷tí�î	íbïùðbñcò kan findeseksplicit for ú?û´ü og approksimeresfor úþý<ÿ på
enmåde,somer anvendeligi praksis.Hvis detteikke var muligt, ville ô ø õ½ö íU÷tíUî	íbï�ðYñcò ikke have
nogenpraktisk relevans.Nedenst̊aendeSætning2 er identiskmedTheorem1 i Pedersen[18].

Sætning2.
Fordelingen����� ��� �	��
� � ø af 
� � ø under ����� ��� � har for fastholdt

î���� ö�� î���� ,
÷�� ó , ñ����

og ú �
en tæthedô ø õxö íU÷tíUî	íbï�ðYñ7ò mht. Lebesguem̊alet på ó .

For ú û ü kan vi vælgeden kontinuerteversion:

ô��4õ½ö í�÷tíUî	íbï�ðYñcò û õxÿ �"!#�7õ î%$ ö òUò�&(') �+*-,mõxö íU÷tðbñcò * &/.) �10�24365 $ ü
ÿ �cõ î%$ ö ò ��cõ ï�$ ÷7$ õ î%$ ö ò �18�õxö íU÷tðbñcòUò:9 , & � õxö íU÷tðbñcò õ ï;$ ÷<$ õ î�$ ö ò �18�õxö íU÷tðYñ7òUò>= ,

hvor * ,mõxö íU÷tðYñ7ò * betegnerdeterminantenaf ,mõxö íU÷tðbñcò û�?yõ½ö íU÷tðYñcò ? 9 õxö íU÷tðbñcò , somantagesat være
positiv definit for alle ö �A@ î��qí���B og alle

÷C� ó , sebetingelseB3) i afsnit 2.1.
For ú ýAÿ har vi for enhverversionaf ô��4õ½ö í�÷tíUî	íbï�ðYñcò følgendeudtryk for ô ø õ½ö í�÷tíUî	íbï�ðYñcò :

ô ø õxö íU÷tíUî	íbï�ðYñ7ò ûEDGFIHKJ LMJ N @ ôO�4õQP ø & � í 
R:ST . � ø í�î	íbïùðbñcò:B ,
hvor U � û ÷

og U4øËû ï
.
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Bevis.
Fra Euler–Maruyamaapproksimationenfår vi, atV�WYX[Z]\A^V`_aX[Z]\EV�W�X[Z�b�cQd%egfIh�ikjkc:fml>V�W�XnZpo>qrhsbut�vw c:fml>V�W�XnZpo>qrhxcay{z X W_ e|y z X WW h

,

hvor
y}z X W_ e�y}z X WW ~���� ca��l1cMd/e�f�h/ir� � h

, såV`_aX[Z]\A^�b�cMd%e|fIh�ikjkc:fml�^�o>qrhsbut vw c:fml�^�o>qrhxc�y z X W_ egy z X WW h~�� � cQ^�bAcMd�egf�h�ikjkc�frl�^�o>q�hYl>t vw c:fml�^�o>qrhxcQd%egfIhK� � c�t vw c�frl�^�o>q�h�h���h\ ��� cQ^�bAcMd�egf�h�ikjkc�frl�^�o>q�hYl1cMd�egfIh�ikt�c�fml�^�o>q�h�h
.

Men så har vi jo, jfr. f.eks. Hoffmann–Jørgensen[9] formel (4.22.1),at� Zkc:fml�^�l�dxl���o>q�h%\�c:� i"�%h��(�w i+��cMd�egfIh�ikt�c�fml�^�o>q�hp��� vw i1���4�6��e#�� i�ca�;e�cM^�bAcMd�egfIh�ikj�c�fml�^�o>q�h�h�h � ii�c�cMd�egf�h�iktc�frl�^�o>q�h�h�� Z ca�;e cQ^�bAcMd�egfIh�ikj�c�fml�^�o>q�h�h�h�¡\�c:� i"�#ircQd�e|fIh�h � � w i+� t�c�fml�^�o>q�hp� �]vw i1���4�6��e �� i�cMd�e|fIh ii�ca��e¢^7e£cQd%egfIh�ikjkc:fml�^�o>qrh�h � t+� Z c:fml�^�oYq�hxcM�;e¢^<e£cMd�egfIh�ikj�c�fml�^�o>q�h�hY¡
,

alts̊a det påst̊aedeudtryk for � Z1c:fml�^�l�dxl��Oo>qrh .
Lad nu

� ¤ �
. Vi minder om, at �`¥ c�fml�^�l�dxlY��o>q�h er en tæthedfor ¦ z X WYX §©¨ V _aX ¥ mht.

Lebesguem̊alet ª � på
�
. Lad

V�« ¥¬ \®c�V`¯ v X ¥ lp°p°"°pl>V¯K± X ¥ h , så har
V²« ¥¬

under ¦ z X WYX § en tæthed
givet ved ³ ¦ z X W�X § ¨ V�« ¥¬c ³ ª � h ¥ ca��Z"l"°p°"°plY� ¥ h .
På grund af Markov egenskabener¦ z c�V ¯K´ X ¥ \���µ`� V ¯ v X ¥ \A�¶Zpl"°"°"°�l>V ¯K´�· v X ¥ \A�mµ � Z h�\ ¦ z c�V ¯K´ X ¥ \ �rµ¸�-V ¯K´�· v X ¥ \A�rµ � Z h , (24)

så¦ z c�V¯ v X ¥ \��¶Zpl"°"°p°pl>V¯K± X ¥ \�� ¥ h\ ¦ z c�V ¯ ± X ¥ \A� ¥ � V ¯ v X ¥ \A�¶Zpl"°"°"°¹l>V ¯ ±· v X ¥ \A� ¥ � Z h%i ¦ z c�V ¯ v X ¥ \A�¶Zpl"°"°"°�l>V ¯ ±· v X ¥ \�� ¥ � Z h«»º�¼x½¾ ¿�ÀmÁaÂ`ÃKÄ�Å ÆA¾�ÇmÆ�È-ÂÃKÄÉkÊ�Å ÆE¾ ÇmÆGË�Ì¹Í�Îk¿�ÀIÁ�Â Ã Ê ¾�Ç Ì"Ï"ÐpÐ"ÐpÏ ÂÃKÄ`É�Ê�Å Æ�¾AÇmÆ�Ë�ÌpÍ
¾ÑÎ1Î1Îr¾ ÆÒÓ�Ô Ì ¿�À�ÁaÂ�Ã�ÕxÅ ÆE¾AÇ Ó È-ÂÃKÕ ÉkÊ Å ÆE¾ Ç Ó Ë�Ì Í ,

idet vi i sidste lighedstegnudnytter, at ¿ À Á�Â Ã Ê Å Æ ¾ÖÇ Ì Í²¾×¿ À Á�Â Ã Ê Å Æ ¾ØÇ Ì È-Â Ã�Ù�Å Æ ¾ÖÇIÚkÍ medÇ�Ú�¾×Û . Vi får så, atÜ ¿�À Å Ý�Å Þ ß Â�à Æ ½Á Ü�á`â Í Æ ÁaÇ Ì"Ï"ÐpÐ"ÐpÏ Ç�ÆãÍ%¾ ÆÒÓxÔ Ì�ä Ì ÁMå Ó Ë�Ì Ï Ç Ó Ë�Ì Ï å Ó Ï Ç ÓmæYç Í ,
idet denbetingedeovergangsfordelingunder ¿ À Å ÝYÅ Þ af Â Ã Õ Å Æ givet Â Ã Õ É�ÊKÅ Æ ¾{Û er identisk med
overgangsfordelingenunder ¿�À Å Ý�Å Þ af Â Ã�Ê�Å[Ì ¾�Â`è Å[Ì givet Â Ã Ù Å[Ì ¾AÛ . Men vi kan jo finde tætheden

55



for ¿�À Å ÝYÅ Þ�ß Â è Å Æ ved at integrerede øvrige variableud. Lader vi derfor é Úê¾ëÛ og é Æë¾ìÇ ,
så får vi, at

ä Æ Á�í Ï Û Ï�îxÏ Ç æ>ç Í%¾}ï ðñÎ1Î1Î>ï ð Ü ¿ À Å Ý�Å Þ ß Â²à
Æ ½Á Ü¶á â Í Æ Á é Ì"ÏpÐ"Ð"ÐpÏ é Æ Í�Î Ü é Ì Î1Î1Î Ü é ÆGË�Ì

¾ ïà ð ½ ÄÉkÊ
ÆÒÓxÔ Ì ä Ì ÁQå Ó Ë�Ì Ï é Ó Ë�Ì Ï å Ó Ï é Ó æ>ç Í�Î Ü é Ì Î1Î1Î Ü é ÆGË�Ì

¾ ï ð ä Ì ÁQå"ÆGË�Ì Ï é Æ�Ë�Ì Ï åpÆ Ï é Æ æ>ç Í>Î
Î ïà ð ½ ÄÉ1ò

ÆGË�ÌÒÓxÔ Ì ä Ì ÁMå Ó Ë�Ì Ï é Ó Ë�Ì Ï å Ó Ï é Ó æ>ç Í�Î Ü é Ì Î1Î1Î Ü é ÆGË�ó Î Ü é ÆGË�Ìà»ô ½¾ëõGöI÷Kø ùMø ú�û ä Ì ÁQå ÆGË�Ì Ï Â Ã ÄÉkÊ Å Æ Ï�îxÏ Ç æ>ç ÍMü .
(*) Chapman–Kolmogorovsligning.

Bemærkning.
For ýÿþ�� benyttervi i praksisdenbasaleMonte Carlo metode,sedelafsnit1.2.1,det vil sige,
at vi approksimerer�������
	��	���	�������� ved et gennemsnitpå følgendemåde:
Lad ������� ��"!$#&%('�*) # væreen iid følge af stokastiskevektorermed sammefordeling som �,+.-0/(132 �
under 45 2 672 8 . Vi vil i delafsnit3.1.1vise,hvordandennefølgekanfrembringes.Vi approksimerer
så � � �9�:	��	7��	��0����� ved ;� � 2 ' ���
	7�	7��	��0���:� , somer givet ved følgendegennemsnit:

;� � 2 ' ���
	7�	7��	��0���:�=<
>
? @ 'A

� ) #
� # �CB �"!$# 	�� ��� ��D!$# 	7��	7�E���:� . (25)

Vi ved så, jfr. delafsnit 1.2.1, at

;�,� 2 ' ���
	7�	7��	7�E���:�GF:HJI7HKLNMPORQ,SUT�V
W�XW7Y�W7Z0[�\�] ,
og det er endvidereen middelværdiretapproksimation.
Hvis vi indsætterudtrykket for QE^&T�V
W7XW7Y�W�Z0[�\:] fra Sætning2, så får vi følgendeudtryk for den
basaleMonte Carlo approksimation:

_Q S*` L T�V
W7XW7Y�W�Z0[�\:]ba cd e
Lf
gih ^

j Tlk e&mne TCY=oqp Ssr ^ ]7] rutv e�w x Typ SDr ^ W�zN{ gi|S"r ^ [�\�] w r~}v e
e������=� o ck e TyYboqp�S"r ^ ] e TlZ�o�z�{

gD|S"r ^ o�TyY�o�p S"r ^ ] e&� Typ SDr ^ W�z�{
g |S"r ^ [�\�]7]9� e

e(x r ^ TCp S"r ^ W�z�{ g |SDr ^ [�\:]�TCZUo�zN{
g |S"r ^ o�TCY=o�p S ] e�� TCp S"r ^ W�z�{

gD|S"r ^ [�\�]�]��C� .

(26)

Vi bemærkerendvidere,at p S"r ^ a�V ��Tl��o c ] e,�
r IS a�Y�o � r IS , så Y�oqp S"r ^ a � r IS .
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Vi vil i Sætning3 og 4 nedenforgengiveTheorem2 og 3 fra Pedersen[18]. Dissesætninger
giver som nævnten begrundelsefor, at det har god mening at anvendeden approksimerede
overgangstæthedQ S T9V
W7XW7Y�W�Z0[�\�] . Bemærkdog, at der i forhold til Sætning2 er nogle ekstra
betingelseri form af konstantdiffusionskoefficient i Sætning3 og homogeniteti Sætning4.
Bevisernefor sætningerneoverspringes,menkanfindesi Pedersen[18]. Det skaldogbemærkes,
at bevisetfor Sætning4, alts̊a Theorem3, krævergod kendskabtil Malliavin kalkule.

Sætning3.
Antag, at betingelserneB1) og B2) er opfyldte, seafsnit 2.1. Antag endvidere,at

i). afbildningen TyY�W7X�]��K � TCY�W7X[�\�] er kontinuert,og

ii). ����� matricen  0¡y¢�£7¤¥�¦:§s¨© �¡9¦�§ er konstantog positiv definit.

Da eksistererª$¡�«
£7¤£�¢�£7¬0¥�¦�§ , og for alle ¢3¯®°«N±²¢³®µ´ , ¤�¶ · og ¦¸¶�¹ vil

ª�º�¡�«
£7¤£7¢�£7¬E¥�¦:§¼»�½�¾À¿�Á�ÂÃº ÄPÅ ª$¡9«:£�¤£7¢�£�¬0¥�¦�§ .

Sætning4.
Antag,at denbetragtedediffusionsproceserhomogenellermedandreord,at vi er i detautonome
tilf ælde. Antag for alle ¦Æ¶Ç¹ , at È(¡7Éb¥�¦�§�Ê · Ã · og Ë�¡�É�¥�¦�§PÊ · Ã ·
Ì
Í er begrænsede
med begrænsedeafledteaf enhverorden. Antag endvidere,at  �¡�És¥�¦�§¯ÎÏË�¡ÐÉs¥�¦:§3ËEÑÒ¡ÐÉs¥�¦�§ er
strengtpositiv definit, det vil sige, at der eksistereret Ó�¡l¦�§UÔÖÕ , såledesat  0¡y¤¥�¦�§Ò×�Ó�¡9¦:§ÒÉ
Ø ·
er ikke-negativdefinit for alle ¤µ¶ · .
Da eksistererª$¡C¢�£7¤£7¬E¥�¦:§ , og for fastholdt ¢Ù¶�Ú ¢3�£�´ Û , ¤�¶ · og ¦�¶Ü¹ vil

ª º ¡C¢�£7¤£�É,¥�¦�§ »�½�¾À¿�Á�ÂÃºiÄÝÅ ª$¡y¢�£7¤£&É,¥�¦:§ .
Endviderevil

ª�¡C¢�£7¤£�¬0¥�¦:§=Î�ÞÀßáàÜßáâäãº*ÄÝÅ ª º ¡y¢�£7¤£�¬0¥�¦�§
for å · -næstenalle ¬æ¶ · , så hvis ª º ¡C¢�£�¤£&É,¥�¦�§ konvergererpunktvist,så konvergererdenmod
ª$¡C¢�£�¤£&É�¥�¦:§ .

3.1.1 Frembringelseaf følgen af Y’er.
For at frembringeden følge af stokastiskevektorer,som vi skal brugei approksimationen

til ª º ¡�«
£7¤£7¢�£7¬E¥�¦:§ , udnyttervi nedenst̊aendeLemma7.

Lemma 7.
Lad ç
è ¾êéDÂë ì ºsíïîEðë�ñ î é

ñ î væreen iid følge af stokastiskevektorermed è ¾�éDÂë òµó Í ¡9ô$õ�öø÷�ù .
Lad ú�û�ü�ý þÿ��������ý	� � væregivet ved, at

û�ü�ý þ
 ��
û�ü�ý þ� � û�ü�ý þ� ������������ ������� � ��� õ�û�ü�ý þ� ��� �"! ù� # ���$�� ��%���� � ��� õ�û�ü�ý þ� ��� �"! ù'&Pü�ýDþ� , ( �*) õ�+�+,+&õ � � ) ,
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for - �.) õ,+,+,+�õ"/ , hvor � � � � � (0��1 �32ÿ .

Da har û ü�ýDþÿ���� sammefordeling, som û346587�9;: ÿ har under <>= : 2 : ? , hvor û34@5A7�96: ÿ er det � � � ) ù ’te
trin i Euler–Maruyamasskema.

Bevis.
Husk på, at

û 4@B 7�9 : ÿ � û 46B 7,CED F�GIH>J�KL M�N�O�P,QSR3T�U"V8W6X;YSZ D F\["]_^`G�acbZ O�P,Q,RdT�U"V3W@X;Y�Z D Fe["]_^ O@fhg D iW6X;Y b J fhg D iW6X;YSZ ^ ,
hvor O@fhg D iW6X;Y b J fhg D iW6X;YSZ ^kj Lml Oon�UpH�J�KL M,q l ^ .
Vi har, at a bZ O�P,Q,RdT�U"V W6X;Y�Z D F ["]_^ er en positiv definit rtsur matriks,så givet V W6X;YSZ D F vilV W6X;Y b D F j L l OvV W6X;YSZ D F GIH>J�KL M�N�O�P,Q,RdT�U"V W6X;Y�Z D F ["]_^ U HwJxKL M a O�P,Q,RdT�U"V W6X;Y�Z D F ["]_^E^ ,
for ytzh{ U,|�|,|�U L , idet a bZ O�P Q�RdT U"VAW X;YSZ D F\["]}^ q l O a bZ O�P Q�RdT U"VAW X;YSZ D F\["]_^E^v~ z a O�P Q�RdT U�V3W X�Y�Z D F\[�]_^ .

Vi minder dernæstom, at � O K UE� [�]_^ er en r�su� matriks,så givet V������Q�RdT vil

V �����Q�R�� j L l O}V �����Q�RdT G�H�J�KL M�N�O�PSQ�RdT�U�V �����Q�RdT ["]_^ USO'� H>J�KL ^ T M � O�P,Q,RdT�U"V �����Q�RdT ["]}^ q�� � ~ O�PSQ�RdT�U"V �����Q�RdT ["]_^8^z Lml O}V������Q,RdT G H�J$KL M�N�O�P Q�RdT U"V������Q�RdT [�]_^ U�HwJ$KL M a O�P Q,RdT U"V������Q�RdT ["]_^8^ , ytzh{ U,|,|,|�U L ,

idet � O�P Q�RdT U"V������Q�RdT [�]_^ � ~ O�P Q,RdT U"V������Q,RdT ["]}^ z a O�P Q�RdT U"V������Q�RdT ["]_^ . Da V������� z � z V3i'D F , servi derfor,

at V �����F R�� j VAW6� Y b D F , for � z�� U,|,|,|�U"� .

3.2 Den approksimative log-likelihoodfunktion.

Vi er nu klar til at definereden approksimativelog-likelihoodfunktion. Vi minder om,
at hvis overgangstæthederne���@���'� �E¡¢��£A¤�¥ ¦ var kendte, så ville vi anvendeden rigtige log-
likelihoodfunktion §©¨ �v¥}¦wª

¨« ¬©>® ¯±° �©����¡ ¬�²�® �'³µ´·¶�¸�¹��'¡ ¬ ��³µ´·¶6¤"¥}¦'¦ ,
som fremkommer ved at tage logaritmen til likelihoodfunktionen givet i formel (6), se i
startenaf Kapitel 2. Den approksimativelog-likelihoodfunktion, som gives i Pedersen[18],
fremkommerså ved at indsættede approksimativeovergangstæthederi stedetfor de ukendte
overgangstætheder.Denneapproksimationafhængernaturligvis af º :§ ¨ » ¼ �o¥_¦�ª

¨« ¬©>® ¯©° �©� ¼ ��¡ ¬½²�® �'³ ´±¶¾¸�¹ �'¡ ¬ ��³ ´±¶ ¤"¥_¦E¦ .
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I tilfældet º ªÀ¿ kan vi, jfr. Sætning2, opskriveet eksplicit udtryk for den approksimative
log-likelihoodfunktion:§ ¨}» ® �o¥_¦wª

¨« ¬©>® ¯©° �©� ® ��¡ ¬�²�® ��³ ´ ¶�¸�¹¢�'¡ ¬ ��³ ´ ¶6¤"¥}¦'¦
ª

¨« ¬©>®pÁ_ÂÄÃÅ�Æ ¯±° � Å Æ,Ç ¦ Â�ÃÅ0Æ ¯©° ��¡ ¬ Â ¡ ¬½²�® ¦ Â ¿ÅÈÆ ¯©° ��É ÊA��¡ ¬½²�® ��³ ´ ¶¾¸�¹�¤"¥}¦,ÉË¦Â ¿Å Æ ��¡ ¬ Â ¡ ¬½²�® ¦ Æ ��³ ´ ¶ Â ³ ´ ¶�¸�¹ Â ��¡ ¬ Â ¡ ¬½²�® ¦ Æ�Ì ��¡ ¬½²�® �'³ ´ ¶¾¸�¹�¤"¥}¦'¦vÍ ÆÆ Ê ²�® ��¡ ¬½²�® �'³�´±¶¾¸�¹�¤"¥}¦¢�o³µ´±¶ Â ³µ´±¶¾¸�¹ Â ��¡ ¬ Â ¡ ¬½²�® ¦ Æ�Ì ��¡ ¬½²�® ��³µ´·¶�¸�¹¢¤"¥_¦E¦�Î .
(27)

I det generelletilfælde ºÐÏ Å
benyttervi i praksisdenbasaleMonte Carlo approksimationtil

denapproksimeredeovergangstæthed,det vil sige Ñ� ¼Ò»ÔÓ �v�}�E� �'¡¢��£3¤"¥_¦ , og vi får så, atÕ§ ¨}» ¼Ò» Ó �v¥_¦kÖØ×'Ù�ÚÛ ÜÝ Þ·ßcà á©â�ãåäæ çéèÝê ß>à�ë à ã�ì,í�î à�ï"ð�ñ ê Úí�î à ï'ò Þ ï�óµô·õ6ö"÷}ø'ø
. (28)

Vi vil nu give den vigtigste begrundelsefor, hvorfor Pedersensmetodegiver god mening.
Nedenst̊aendeSætning5 er identiskmedTheorem4 i Pedersen[18], og et beviskan findesder.
Vi betegnerden sandeparameterværdifor

÷
med

÷�ù
.

Sætning5.
Hvis

ë íúãvû ï'ü ï'ò¢ï ç ö"÷}ø konvergerermod
ë ã@û ï'ü ïEò¢ï ç ö"÷_ø i ý à ã@þ ÿ ø for

��� �
for alle ��� û	� ò

,
ü 
 ÿ

og

÷ 
�� , så vil  Ü�� í ã ÷}ø
konvergeremod  Ü ã ÷_ø i sandsynlighedunder ����� for

��� �
for alle

÷ 
�� og � 
 .

3.3 Minimeringsproceduren Powell.

Vi mangler nu blot en metode til at finde maksimum af den approksimative log-
likelihoodfunktion. Det vil ofte være svært at finde de afledte af log-likelihoodfunktionen,
så vi har brug for en procedure,som kan maksimereudenbrug af disse. Faktisk har vi pro-
blemer med at differentierefor � � � , da følgen �����! #"$&%('*)�+ -, ' implicit afhængeraf . , og
specieltnår vi i næstekapitel vil forsøgeat bestemmeet estimatfor parametrenei en stokastisk
volatilitets model,kan vi godt glemmealt om at differentierelog-likelihoodfunktionen.Vi kan
såledesikke anvendebisektionsmetodenher, da dennemetodei givet fald skulle søgeefter
nulpunkterfor denafledteaf log-likelihoodfunktionen.Vi har endviderebrug for en procedure,
somkanmaksimereenflerdimensionalparametereller medandreord flereparametrepå éngang.
Der findessikkert et vældaf godeog dårlige procedurer,menvi har valgt denflerdimensionale
minimeringsmetode,somfindesi Press,Flannery,Teukolsky& Vetterling[19] afsnit 10.5.Pro-
cedurengår undernavnetPowell’s metode,og ideenkan kort beskrivesved følgende:

Lad / '103232*2*0 /54 betegneenhedskoordinat vektorernei 4 og lad 6 7 4 være vores
startpunkt.Brug en 1-dimensionalminimeringsproceduretil at finde minimum langslinien698;:</ ' . Start dernæsti det fundne minimumspunktog find minimum i retningen />= .
Fortsætmed at cykle gennemmængdenaf retninger �?/ '10*23232*0 /�4 ) indtil funktionen ikke
aftagermere.

59



Denneidé er dogvidereudvikletog modificereti detendeligeprogram,somvi ikke vil beskrive
nærmere. Vi henvisertil Press,Flannery,Teukolsky & Vetterling [19], hvor der dels er en
beskrivelseaf problemernemeddenoprindeligeidé,delsenbeskrivelseaf hvadmansåkangøre,
og delsnoglereferencer.Vi bemærker,at denanvendteprocedureminimererdengivnefunktion@

, men dettesvarerjo til at maksimereA @ , så vi skal alts̊a indsætteACBED>F $HG .�I i proceduren.
Den givne procedurekan naturligvis ogs̊a anvendes,hvis overgangstæthederneer kendte,men
maksimumsværat finde eksakt. Et Pascal-program,med den omtalteminimeringsprocedure,
kan findes i AppendiksA afsnit A.19.

3.3.1 Tjek af minimeringsprogrammet.
For at tjekke om minimeringsprogrammet,seAppendiksA afsnit A.19, overhovedetvirker,

har vi afprøvet det på log-likelihoodfunktionenfor en � GKJ 0ML = I -fordeling. Vi ved, at log-
likelihoodfunktionener på formenB GNJ 0OL = IQP9A�R �TS UWV G � S3X�S L = IYA Z� S L = S

D[ \
, ' G^]

\ A J I = ,
så vi skal alts̊a minimere funktionen@ G_J 0OL = I`PaACB GNJ 0OL = I`P R � S UEV G � S3X Ib8 R � S UWV G L = Ib8 Z� S L = S

D[ \
, ' Gc]

\ A J I = .
Vi støderimidlertid umiddelbartind i et problemmedPowellproceduren.Parametrenei Powell
procedurenvariererfrit, menfor normalfordelingener det kun middelværdien,somvariererfrit,
mensvariansenskal værestrengtpositiv. Detteproblemklarer vi dog let vha. identitetenL = Pedgfih �!jlk�monqp�rs ,
hvor den “nye” parameter tu må variere frit, da vEw(x uby?z|{�}Q~a���g�q� , når u�y�{�}����g��� . Et
Pascal-program,som simulerer10.000 ��xK� �O��z -fordelteudfald, estimerer� og u y vha. Powell
metodensamtfinderdenempiriskemiddelværdiog variansfor desimuleredeværdier,kanfindes
i AppendiksA afsnit A.20. Resultatetaf kørslener opsummereti tabel 19, og vi kan se, at
Powell metodeni dettesimple tilfælde virker rigtig godt og hurtigt.� � 2

Powell estimat 5.001271 1.974178

Empirisk værdi 5.001273 1.974178

Funktionsværdi= -17590.145925

Estimaterfundetefter 2 iterationer

Tabel 19: Tjek af programmettil Powell metodenpå log-likelihoodfunktionenfor en��� ��� �5��� -fordeling. Observationerneer 10.000simuleredeudfald fra
���W� �_� � -fordelingen.

3.4 Eksempel.

Vi vil nu anvendeovennævntemetoder på et konkret eksempel,nemlig eksempel2 i
Pedersen[18] afsnit 4. Betragt den 1-dimensionalediffusionsprocessom er løsning til den
stokastiskedifferentialligning�5��� na� �¢¡ �£� ¡ �¥¤o¦ �¢¡ §©¨ ª|«¬§¨ ª «¬¯®1°>± ¬ , ª�²C³µ´ , ¶-· ´ og ¸�¹ ´ . (29)
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Bemærk,at vi nu er tilbagei detautonometilfælde,så notationenfra Kapitel 2 kan frit benyttes
her. Vi ser,at ° ³�ºH³�»H³ § , så ¼¾½<¿^ÀoÁÂ¸�Ã3¼ ³ ½<¿cÀoÁO¸�Ã ³�Ä ¿cÀoÁO¸�Ã ÄÆÅ ¿^ÀoÁÂ¸�Ã ³�Ä « ¿^ÀoÁO¸5Ã og

¿_ÇÉÈÊÀËÈ�Ì ®3Í ¿cÀoÁO¸�ÃÎÃ Å ½ÐÏ(Ñ1¿cÀoÁO¸�ÃO¿_ÇÉÈÊÀËÈ�Ì ®?Í ¿cÀoÁO¸�ÃÎÃ ³ ¿_ÇHÈ�ÀËÈ�Ì ®?Í ¿cÀoÁO¸�ÃÎÃ «Ä « ¿cÀoÁO¸�Ã ,

og vi bemærkerendvidere,at ¸|¹ ´ sikrer, at Ä ¿^ÀoÁÂ¸�ÃÉ¹ ´ .
3.4.1 Simulering af udfaldsstier.

Da vi ønskerat afprøveestimationsmetoden,er vi nødt til at skaffe os nogleobservationer.
Vi vil derfor først vise, hvordandiffusionsprocessenkan simuleres.I Pedersen[18] undersøges
denapproksimativelog-likelihoodfunktionpå en udfaldsstisimuleretvha. Milsteins skema,se
delafsnit2.3.3, så lad os gøredet sammeher. Fra den stokastiskedifferentialligning(29) har
vi følgendedrifts- og diffusionskoefficienter:Í ¿^ÀoÁÂ¸�Ã ³ ÈC¸ ® ÀÄ ¿cÀoÁO¸�Ã ³ ¸ ® Ò §©¨ À «§¨ À « .
Fra delafsnit2.3.3servi, at vi har brug for den førsteafledteaf diffusionskoefficienten:

ÄÆÓ ¿cÀoÁO¸�Ã ³ÕÔ ÄÔ À ¿cÀoÁO¸�Ã ³
¸ ® ¿ «�Ö ×Ñ�Ø ×?Ù È × Ù Ö «ÚÖ ×Û ÑÜØ × ÙÜÝ�Ù ÃÞ ®>ß §¨ × ÙÑ�Ø × Ù³ ¸ ® ¿ Þ ® À ® ¿ §©¨ À « ÃYÈ Þ ® À<à?ÃÞ ® ¿ §á¨ À « Ã « ®>ß §á¨ ×?ÙÑ�Ø × Ù ³ ¸ ® À¿ §¨ À « Ã « ®�ß §¨ ×?ÙÑ�Ø × Ù

.

Heraf får vi, at

Ä ¿^ÀoÁO¸5Ã ® Ä Ó ¿^ÀoÁO¸5Ã ³ ¸ « ® À¿ §á¨ À « Ã « ,
og Milsteins skemabliver dermed:âäãKå ³µª ¬ åâäãÜæèçeéäêÜëíì?î`ïñð¢ò�éóêKëíì�î`ò?ô3õö÷ð¢ò øö é ùê ë�ì�îøö÷é ùê ë�ì�î ò?úû|ü ëö ð ù ò�éäê ëíì?îý ò5þíøöÿé ùê ëíì�î�� ù ò��>þ úû ü ë � ù ïñô*õ ��� , � ç;ø��	�	�	�
���

.

Vi vil simulereprocessentil de ækvidistantetidspunkter �� ç����
,
��ç ø��	�	�	�
�3ø	�����

, med� ç����Eø
, og i Milsteins skemavil vi lade

ôgõ ç ô�ç �� med
� ç ø������

. Vi lader endvidereð	��ç��
værevores sandeparameterværdi,det vil sige den parameterværdi,som anvendestil

simulering af observationerne.Disse værdier for de forskellige parametreanvendesogs̊a i
Pedersen[18], og et Pascal-program,somfrembringerdisse1000udfald

�	�  � ��� � �!�#" � med
�$�Cç%�

,
findesi AppendiksA afsnit A.21. Vi har i figur 14 plottet to typiskeudfaldsstiervha. S-PLUS.
Når vi i det følgendeanvenderet fast observationssæt,vil det væreobservationernefra den
øversteaf de to viste udfaldsstier.
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Figur 14: To typiske udfaldsstierfor eksempletmed *�+-,/. .

3.4.2 Estimering.

Vi vil nu estimeredenukendteparameter0 vha. denapproksimativelog-likelihoodfunktion1#243 576 098 for forskellige værdier af : . Vi vil i første omgangtegnede approksimativelog-
likelihoodfunktionerved at udregneværdiernefor 0<;>=@?BADCFE4GIH , AJ;>E�KLH�KLM	MLM�N�E , det vil sige,
for 0PORQS=TK�UFV . Detteer ogs̊a gjort i Pedersen[18], så vi kansomet tjek sammenlignemedfigur 2
i denartikel. Dernæstvil vi maksimeredeapproksimativelog-likelihoodfunktionervha. Powell
proceduren,seafsnit 3.3. Det er nok at skydegråspurvemedkanoner,idet voresparameterer
1-dimensional.Hvis detteskulle optimeres,skulle man nok barepille den del af programmet
ud, somudførerden1-dimensionelleminimeringfor de enkelteretninger.Vi vil dog ikke pille
ved programmet,men blot forvente,at der kun krævesto iterationeri Powell procedurenfør
minimumspunkteter fundet– et gennemløbtil at finde punktetog et gennemløb til at tjekke,at
det faktisk er minimum. For at undersøgebetydningenaf størrelsenaf : og W , vil vi finde100
estimaterpå sammeobservationssætog bestemmeden empiriskemiddelværdi og spredningaf
disseestimater.Måskeer 100estimaterfor få, menaf tidsmæssige̊arsagerer vi nødttil at gå på
kompromis.Vi sammenlignerendvidereCPU-forbruget,og i denforbindelsebør vi vel nævne,
at programmerneer kørt på gandalf. Endeligvil vi undersøgekvalitetenaf estimaterneved at
simulereet nyt sætaf observationerfor hvertaf de100gennemløb,og bestemmedenempiriske
middelværdiogspredningaf de100estimaterfor 0 . Hervil vi ikke beregneCPU-forbruget,ogvi
benytterderfor ikke nødvendigvissammemaskinefor alle værdieraf : og W . Der er imidlertid
numeriskeproblemer,isærnår vi simulereret nyt observationssætfor hvertgennemløb,og dette
problemundersøgervi lidt nærmerei delafsnit3.4.3. Vi betragternu først tilfældet :�;XH .
Log-likelihoodfunktionen for N=1.
Vi minder om, at vi nu har Y�Z\[>Y�Z^]`_a; b , og indsætterde aktuelle koefficienter i den
approksimativelog-likelihoodfunktion

1 2c3 _ 6 0c8 , se afsnit 3.2. Vi får dermed,at
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1 2c3 _ 6 098edgf h�i; 2j k lnm�o9p qrts	uIv`w r s	xys{z}| p qrtsLu#v~w��F��scw q�� � �� k � m����q�� � �� k � m���� | |
p w � k � p � � k � m���� � z�s���s � � k � m���� | �r s{z>s�� � s9w qe� ��������������m�� ��������{����� | �

� p   r¡s	u#v`w r s	x¢s{z>s��F��|
p qr s¤£¥ k � m o uIv~w qe� � �� k � m����q�� � �� k � m���� | � w � k � � w�z>s�� p q |¦s � � k � m���� | �z>s�� � s9w qe� � ������{�����m�� � ������{����� | �

.

Et Pascal-program,som for � �¨§ �ª© s�«4¬ q , © � «T q 	®	®	®
�¯�« , udregnerværdienaf ° £c± m w²�9| ,kan findesi AppendiksA afsnit A.22. Resultatetaf at køredetteprogramer dendel af figur 15
og 16, hvor ³ � q

, og dissekurver er tegnetvha. S-PLUS.Heraf servi, at denapproksimative
log-likelihoodfunktionharmaksimumfor �<´¶µ . Vi hardesudenaflæstværdieni output-filen fra
denneprogramkørsel,og værdienkan findesi tabel20. Derfra får vi et estimatfor � på µ·¬¸« . Vi
bemærker,at detteselvfølgeliger et upræcistestimat,da vi kun har beregnetfunktionsværdien
for � -værdierne§  § ¬ q 	®	®	®¹�º , og kun for denneenekørsel,men da Pedersen[18] formodentlig
har gjort det samme,kan vi som et groft tjek sammenlignetabel 20 med Table 1 i artiklen.
For ³ � q

ser vi, at der er god overensstemmelsemellem de to tabeller, så når man tager
det forbehold, at vi givetvis har anvendten større � -springstørrelseend Pedersen[18], samt
ikke mindst at beregningerneaf de to tabellerikke er udført på sammeobservationssæt,synes
vore resultaterat værerimelige. Et Pascal-program,somfor fast observationssætestimerer100
værdieraf � vha. Powell’smetodeog finderdenempiriskemiddelværdiog spredning,kanfindes
i AppendiksA afsnit A.23. Resultatetaf en kørselaf detteprogrampå sammeobservationssæt,
somblev anvendttil tegningaf denapproksimativelog-likelihoodfunktion,kansesi tabel21. Vi
sersomforventet,at denempiriskemiddelværdiaf estimaternefor � bliver ca. µ , nemlig µ·¬»« q µc¼ .
Det tilsvarendePascal-program,hvor et nyt observationssætsimuleresvedhvertgennemløb,kan
findesi AppendiksA afsnit A.26. Resultatetaf at køredetteprogramkan sesi tabel22. Herfra
får vi en empiriskmiddelværdifor � på µ·¬»« r µ9¯ og en empiriskspredningpå «�¬¸«�º�½ q º .

Vi går dernæstovertil detgenerelletilfælde ³¿¾ r
. Til dettefår vi somnævnttidligerebrug

for den følge af stokastiskevariable o{À ��Á �Â � m �{ÃÁ lnm , som frembringesvha. Lemma7, se delaf-

snit 3.1.1.Det vil alts̊a sige,at o{À ��Á �Â � m �{ÃÁ lnm er en iid følge af stokastiskevariablemedsamme
fordelingsomdet w ³ p q | ’te trin À$Ä�Å �{� ± Â fra Eulerskemaetfor � k � starteti � � k � m���� . Bemærk,
at skridtlængden

�Â afhængeraf størrelsenaf ³ . Vi bemærkerogs̊a,selvomdetteer totalt oplagt,
at Æ k pÈÇ Â � m � �Â . Hvis vi indsætterkoefficienternefra denstokastiskedifferentialligning(29),
får vi følgendeskema:

À ��Á �É ÊªËÍÌ�Î^ÏÑÐ�Ò�ÓÔ Ì�ÕÖÒ× Ê Ô Ì�Õ�Ò× Ï`ÐÙØ>ÚÜÛ�ÝÞ Û Ô Ì�Õ�Ò× Ï`Ð\ßaà ÚÞ Û�ÝÙÛâáããä å ß æ Ô Ì�Õ�Ò× Ï`Ð4ç�èå ß æ Ô Ì�Õ�Ò× Ï`Ð ç�è Û�é Ì�Õ�Ò× , ê Ê å�ë	ìLì	ìLë Þ Ø å ,
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Figur 15: Deapproksimativelog-likelihoodfunktionerî¸ï�ð ñ�òIó�ô og õö»÷	ø ùúø ûÙü ó�ô for ýÿþ����������������
	�����	�	 og  þ���	�	 .
hvor

���������� ����� �"!��# � � # � er en iid følge af $&%('*)�+-, -fordelte stokastiskevariable. Vi bemærker,at

følgen
��./������0�1� � !� # � jo egentligogs̊a afhængeraf 2 , davi starteri 3 ��4 �1� �65 . Vi vil dogikke tilføje

dette ekstra indeks til
.

’erne.

Vi opskriver først den basale Monte Carlo approksimation 78 �:9 ! %�;�)�<=)?>@)?ACB
DE, til den
approksimativeovergangstæthed8 � %�;�)?<=)�>@)
A"B
DE, :78 �:9 ! %?%F21GH+-,JIK)
3 ��4 �1� �65 )
2LIK)
3 4M5 BNDO,�QP?RN�S +T U VWX�Y[Z
\ ]^ _N` aE` bc` d
ef gEh ]:i jQkmlonqprCs�tLu eZwv jQkxlynqprzs�t u e�{ g�|�}*~1hJ�

hF��� b i h bc` df � ] { g�� j X uf�� Z { __N` bc` d ef gEh ]:i jQk lynqprqs�tLu eZLv jQk lyn�przs�t u e�{
{?� . (30)

Vi kanganskevist sættenoglefaktorerudenfor summen,mendaproduktetmellemdensamme
funktion af � og dissefaktorer ogs̊a indgår i eksponentialfunktionen,har vi med henblik på
kørsel af Pascal-programmeringen tidsmæssigfordel af at gøre dette. Man kan selvfølgelig
argumenterefor at sætte

Z� a udenfor summen,menda vi alligevel indtaster� somen konstant,

vil vi blot lave en konstantto_pi, somer ����� . Dervedforsvinderargumentetfor at sætte
Z� a

uden for summen.

Vi kan nu opskrivedeni praksisanvendteapproksimativelog-likelihoodfunktion� ���O� f � V h(�O� ,
se formel (28), for � ��� :��M��� �:� ���(  �c¡Q¢�£N¤¥ �¦ §M¨[©=ªM« ��¬¯® �¦° ¨[©?± ¬² ³@´ µO´ ¶m´ ·?¸� ® � ¬:¹ ¡Qºx»y¼q½¾q¿�À ¤ ¸©wÁ

¡Qº »y¼q½¾q¿�À ¤ ¸ �
®ÃÂ@Ä�Å �JÆ �FÇ

§ ¶ ¹ � ¶c´ ·� Æ ¬ � ®�È ¡ ° ¤�0É © � ³³@´ ¶c´ · ¸� ® � ¬:¹ ¡Qºm»y¼�½¾z¿�À ¤ ¸©LÁ
¡Qº »o¼q½¾z¿�À ¤ ¸ �

�
Ê .
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Figur 16: Deapproksimativelog-likelihoodfunktionerËÍÌÏÎ Ð@ÑÓÒ�Ô og ÕËÍÌ�Î Ö×Î Ø�ÑMÒ�Ô for ÙHÚ�Û�Ü�Ý�Ü(Û�Ý�Ü�Ý�Þ�ÜJß?Þ�Þ og àáÚâÝ@Þ�Þ .
Et Pascal-program,som for ã�äæåèçêéìëOíïîMð , éñäòí*óÏð�ó�ôÏôÏô�ó@õöí , udregnerværdienaf ÷ øMùOú û:úoü�ý�ãEþ ,
kan findes i AppendiksA afsnit A.24. Resultatetaf kørslernemed ÿ ä��ïó@õïó���õïó@õöíïóÏð�í�í og� ä ð�íöí*ó@õöí�í kan sesi figur 15 og 16. Vi kan somet groft tjek sammenlignemedFigure2 i
Pedersen[18], mendadetikke nævnesi artiklen,hvorstor

�
er,ogdavoreobservationssætikke

er identiskemedPedersens,kanvi ikke sammenlignedirekte. Det serdogud til, at effektenaf at
ændrepå størrelsenaf ÿ er densamme.Vi bemærker,at IslandDraw,somstyrergrafikfelternei
Publisher,kun harfire linietyper– mondetteer grundentil, at Pedersen[18] betragternetopfire
forskellige værdieraf ÿ ? Vi kan endviderese, at de approksimativelog-likelihoodfunktioner
går megethurtigt modminusuendeligfor ã gåendemodnul, så derkansikkertopst̊a numeriske
problemer,hvis vi undersøgningenefter maksimumvha. Powell’s metodeenderi nærheden
af nul. Bemærkden lille uregelmæssighed,der er i nogle af de plottedefunktioner – isærforý(ÿ�ó � þ ä ýJð�í�í*ó@õ-í�í�þ . Dettetyder på, at der er numeriskeproblemeri udregningerne.Måskeer
det blot akkumuleredemaskinfejl,menunderalle omstændighederrisikerervi at finde et lokalt
maksimum,somikke er det ønskedeglobalemaksimum,når vi finder maksimumvha. Powell
procedureneller en hvilken somhelstandennumeriskmaksimeringsprocedure.Vi vil beskrive
dissenumeriskeproblemerlidt nærmerei delafsnit3.4.3 nedenfor.

Vi har i output-filerneaflæstã -værdienfor denmaksimaleværdiaf denapproksimativelog-
likelihoodfunktion, og resultatetaf disseaflæsningerer gengiveti tabel 20. Vi minder om, at
observationerneer simuleretmed ã äòõ , og vi kan se en tendenstil, at vi for små værdierafÿ skyderunderden sandeværdi,mensvi for storeværdierskyderover den sandeværdi. Da
observationssætteter simuleret,vedvi naturligvisikke præcist,hvaddensandeværdifaktisk er,
og da vi her specieltkun beregnerpå ét observationssæt,skal vi nok værelidt varsommemed
konklusionerne.Vi laver igen et groft tjek ved at sammenlignemedTable1 i Pedersen[18], og
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N M Estimatfor � Funktionsværdi

1 - 4.0 -1830.26

100 4.4 -1815.60
2

500 4.3 -1813.80

100 4.7 -1803.74
5

500 4.6 -1809.18

100 5.5 -1856.56
25

500 5.0 -1794.10

100 6.1 -1829.95
50

500 5.3 -1796.33

100 5.5 -1885.85
100

500 5.3 -1806.14

Tabel 20: De aflæstemaksimumsværdierfra output-filernetil tegningaf figur 15 og 16.

vi kanse,at tendenseni voreresultaterstemmernogenlundeoverensmedtendenseni resultaterne
fra artiklen. Et Pascal-program,sompå fastholdtobservationssætestimerer100værdieraf � vha.
Powell’s metodeog finder denempiriskemiddelværdiog spredning,kan findesi AppendiksA
afsnitA.25. Resultaterneeropsummereti tabel21. Vi ser,athverken� eller � harnogeneffekt
på spredningenaf

�� . Dennespredninger i øvrigt nærmestforsvindendelille, hvilket blot viser,at
Powellprocedureninddelersammeintervalpå sammemådehvergang.Yderligerefortolkninger
af betydningenaf � og � bør nok foretagesud fra tabel 22, hvor observationssættetikke er
fast. Den tidsmæssigekonklusioner dog klar – groft sagtskerder det, at hvis vi fordobler �
eller � , så fordoblestidsforbrugetogs̊a. Vi serendvidere,at for �
	�� er tidsforbrugetcirka
220 gangemindre end det mindstetidsforbrug for � �� ! Det tilsvarendePascal-program,
hvor observationssættetsimuleresfor hvertgennemløb,kanfindesi AppendiksA afsnitA.27, og
resultaterneer somsagtopsummereti tabel22. Vi minderom,at vi forventer,at densandeværdi
for � er ����	�� , mendaobservationssættenesimuleres,kandenfaktiske“sande”værdigodtvære
forskellig fra 5, og vi kenderikke denneværdi. For de storeværdieraf � har vi dog stor tiltro
til, at denfaktiske“sande”værdier megettætpå 5, daTaylor approksimationerne,somanvendes
til simuleringaf observationssættene,konvergerermod processen,når � går mod uendelig– se
afsnit 2.3. For små værdieraf � bør vi derimodnok værevarsommemedat konkluderenoget
om størrelsenaf bias. Underdisseforbeholdkan vi ud fra tabel 22 konkludere,at � 	������ i
forhold til � 	������ giver estimaterfor � med såvel mindre bias som mindre spredning.For� 	������ og � ���� er der en klar tendenstil, at vi skyderover den sandeværdi ����	�� ,
og specieltfor ���! "�$#%	
�&�����' ������(# rammervi langt over. For ���! "�$#%	
�&�����' ������(# er der
endvidereenmarkantstørrespredning,og deter nok et spørgsm̊al, om vi ikke nærmereharramt
et “forkert” lokalt maksimum– alts̊a om denstorebiasmåskenærmereer udtryk for numeriske
problemer. Vi ser, at spredningenaf estimaternebliver større,når � bliver større, hvilket vel
umiddelbarter lidt sært,men det skyldesnok igen numeriskeproblemer.For � 	)����� synes
effekten,af at sættestørrelsenaf � op, at væremindrebias. For �*�+ "�,#-	��.�����' "�/���(# servi dog
en størrebias end for ���! "�,#0	1�2�/�' "�����3# , men igen kan det jo skyldesnumeriskeproblemer,
og vi serogs̊a, at spredningener størrefor ���! "�,#4	��.�����' "�/���(# endfor �*�! ��,#5	6�2���' ������(# .

Der findes nogle parametrei Powell’s procedure,som vi ikke har forsøgt at skrue på –
f.eks. hvor lille ændringeni funktionsværdierneskal være, før vi stopper,men vi vil ikke

66



undersøgebetydningenaf disseparametreher. Når vi i Powellprocedurensøgerefterdenværdi
af � , sommaksimererdenapproksimativelog-likelihoodfunktion,anvendervi det sammesætaf
simuleredeWiener procestilvæksterfor alle værdieraf � . Hvis vi ikke gør dette,risikerer vi,
at denapproksimativelog-likelihoodfunktionaf stokastiske̊arsagerændrersig fra gangtil gang,
såledesat ændringenikke nødvendigvisskyldesændringenaf � . Dettesparerosså oveni købet
for den beregningstidvi skulle havebrugt til simuleringaf dissetilvækster.

N M Mean(� ) se Mean(fret) se
CPU-forbrug

i sek.

1 - 4.014565 2..348e-7 -1830.250189 7.361e-5 8.97

100 4.479850 1.438e-7 -1811.900312 6.940e-5 1969.50
2

500 4.386233 3.250e-7 -1816.216575 1.493e-4 8001.56

100 4.562058 9.58e-8 -1834.924316 1.177e-4 3817.06
5

500 4.797568 2.711e-7 -1802.208212 1.227e-4 14756.02

100 5.471099 2.794e-7 -1824.123388 3.470e-5 15300.26
25

500 4.829421 2.625e-7 -1802.109854 7.361e-5 67182.92

100 5.661880 1.660e-7 -1847.806396 4.250e-5 30910.20
50

500 5.073717 2.711e-7 -1807.197037 6.492e-5 115129.60

100 4.995788 2.444e-7 -1886.525170 1.070e-4 52020.49
100

500 5.422641 1.793e-7 -1819.196517 8.847e-5 289317.76

Tabel 21: Estimeringsresultaterfor 100 � -værdier– observationssætteter det samme
ved alle gennemløb.Vi gør opmærksompå, at fret er funktionsværdieni den
returneredeværdiaf 7 , det vil sige i det fundnemaksimumspunkt.

N M Mean(7 ) se Mean(fret) se

1 - 4.024507 0.08718 -1855.206 26.3375

100 4.285599 0.10440 -1836.973 26.7738
2

500 4.376252 0.11296 -1837.014 29.2368

100 5.045265 0.12803 -1832.234 25.7966
5

500 4.623787 0.10379 -1831.774 22.6216

100 5.407691 0.20780 -1874.638 28.2538
25

500 5.294514 0.16806 -1837.372 26.0073

100 5.426376 0.26245 -1893.700 32.6676
50

500 5.006008 0.19901 -1840.439 27.6063

100 6.055414 0.40267 -1945.267 34.2213
100

500 5.148266 0.25324 -1851.966 32.2330

Tabel 22: Estimeringsresultaterfor 100 7 -værdier– nyt observationssætsimuleresved
hvert gennemløb. Vi gør opmærksompå, at fret er funktionsværdieni den
returneredeværdiaf 7 , det vil sige i det fundnemaksimumspunkt.
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3.4.3 Numeriske problemer.
I forbindelsemedberegningaf de approksimativelog-likelihoodfunktioneri delafsnit3.4.2

opstodder det numeriskeproblem,at vi på grundaf underløb forsøgteat beregnelogaritmenaf
nul. Hvis dettesker,stopperprogrammetganskeenkeltmedfejlmeddelelsen’ln calledwith non-
positiveactualparameter’.Underløber densituation,at et tal 8:9<; i maskintalrepræsenteres
som 8�=>; og opst̊ar, idet endatamaskinerepræsenterer8 sommaskintallet; , hvis ;@?A8CB DE.FHG ,
hvor IJ9�; er det mindstemaskintal,og K er maskinensnøjagtighed.I praksisbetyderdet, på
vore maskiner,at 8 repræsenteressom ; , når 8LB�M�;(NPORQRS . Dette problemopst̊ar ogs̊a i næste
kapitel, så lad os undersøgehvor det går galt.

For T =UM var der ingen problemer. Hvis vi betragter VXW3Y E�Z*[3\ , se delafsnit 3.4.2, er det
ogs̊a klart, at der ikke bør kunneopst̊a problemerher, idet vi beregnerlogaritmenaf et tal fra
intervallet ]^M�_a`cb , da

dfehgi�jlk 8nmMpoq8 m
r
l’Hospitals= dfeXgi�jlk `ut�8`ut�8 =6M og

dfehgivj Q
8nmMpoq8 m =>; .

Det er alts̊a for T w ` , problemet opst̊ar. Vi betragterderfor den approksimativelog-
likelihoodfunktion xV WyY{z|Y } , se delafsnit 3.4.2, og bemærker,at vi beregnerlogaritmen af en
sum divideret med ~ . ~ volder ingen problemer,idet vi anvender,at

d�� Z"� �y\ = dh� Z��'\�� dh� Z���\ .
Dennesumbest̊ar kun af positive led, så hvis summenbliver repræsenteretsomet nul, må alle
led i summenværerepræsenteretsomnul, så vi må selidt nærmerepå deenkelteled i summen.
Hvert led er for fastholdt � , [ og T af typen:

M� ���0�3�&�|� ������ ���v�
���������&� �����>�2�� ¡�¢� � ��£ �  � � �3�.�|� � ��¤� � � � � ,

hvor
� �¦¥  "§ ¨©§ ª �« ,

�y  ¥ ¨©§ ª
« og

� � ¥ ¬ �� � . Vi havde i eksempletvalgt ® ¥ ¯'° � og± ²�³/´(µ�¶�µ"´�¶�µ"¶ ¯ µ � ¯�¯y· , se afsnit 3.4, så hvis vi antager,at ¸ ²�¹ º'µ�»/¼
, vil

� � ²1¹ ¯'°^¯ � »'µa½ °¿¾ ¼ ,�3  ²À¹ ¯�°^¯�¯ º'µ ¯'°Á¾ ¼ og
� � ²Â¹ ¯'°¿¯ ¶�½y¶(µ"´ ¯'° � ¯ ½/¼ , og dermedvil

�*�y Ã�)� � ²À¹ � ¯�°ÅÄ�Ä�Æ µ � ¯'° ½c¼ . Vi
bemærkerendvidere,at

�Ç� � ��¤� � � ²�¹ � µ"´c¼ for alle È £ ² , se ovenfor, så� � �y�.�p� £  �|�L£   � ²É¹ ¯'°¿¯ � »'µ � ´ ° »/¼ og

�
Ê � � �3�.�|� �Ë��¤� �Ë� �

²L¹ ¯'° � ¶ Æ�Æ µ ¾Ì° ´ ¯yÆ ¼ .
Det er derfor klart, at problemetmå opst̊a ved beregningaf eksponentialfunktionen,og at den
kritiske del af denneer tællereni brøken. Bemærk,atÍ/ÎnÏ ¥ � ¯ Î �.ÐaÑ�Ò Ó ¥ �!ÔhÕ��.� ¯ Î �RÐ&Ñ � ¥ º ¯ » ��ÔhÕ�&� ¯ � °¥<Æ�¯�Ä'° � Ä ½ ,
detvil sige,at

Ó×Ö Æ�¯�Ä'° ´ medfører,at Í ÎHÏ repræsenteressomnul i maskinen.Bemærkendvidere
hvor langsomt

ÔhÕØ� Ó � går mod
�ÚÙ

, når z går modnul. Detteer naturligvisklart, når mantænker
sig lidt om, men alligevel lidt overraskende,når man tænkerpå de skitser, vi ofte tegneraf
logaritmefunktionen.For ¸ ²Û¹ º'µ�»/¼ er

Ó
i “værstefald”

Ó °¥ �Ð�Ü Ð � Ñ �(���Ý���*�y Ç�Þ� � �v£ �   , og hvis
endvidere

�2�y u��� � ¥ � ¯'°¿Ä�ÄyÆàß �l�
, så har vi, atÓ ¥ �

¯'°¿¯ � » �3���×�q£ �
  Ö Æ/¯�Ä'° ´ Ò á �×�q£ áyÖ>â ¯�°^¯ � » � Æ�¯�Ä'° ´ °¥ º ° ¶ Æ º .

Det vil alts̊a sige, at numeriskeforskelle mellem ãÃä ¨ og å×æèç¡é« Î � størreend
º ° ¶ Æ º kan volde

problemer– egentligganskeforuroligende. Hvis vi ser på de typiske udfaldsstierfor ¸ Ð ¥ ¶
,
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se figur 14, så er der numeriskeforskelle mellem ê�ëhì og ê%íRì , for î@ïðòñ , på op til cirka 16.
Problemetkan alts̊a sagtensopst̊a, og da ó�ô er mindst,når õ er størst,er det ikke så mærkeligt,
at problemeter størstfor de storeværdieraf õ .

Vi har alts̊a nu indkredsetproblemetog vil nu angiveen mulig løsningaf problemet.Vores
forslagskal mestsessomen hurtig praktisk løsning,somvirker nogenlunde,menselveemnet
at finde en god løsning til det numeriskeproblem kan der givet vis gøresmegetmere ved.
Forslageter:

Hvis summen,som indgår i logaritmefunktionen,bliver repræsenteretsom ö , sætter
vi dette led, det vil sige ÷XøJù2ú�ûPüþý , til at være ÿ���ö�ö�ö�ö������	��
����� – vi minder om, at
C-funktionendrand48frembringeret pseudo-tilfældigt tal, sedelafsnit1.1.1.

Det vigtigste er at tvinge maksimeringsprocedurenvæk fra dettepunkt, som jo tydeligvis ikke
er det ønskedemaksimumspunkt,så vi skal blot sørge for at gøre dettebidrag numeriskstort
nok. Vi så ovenfor,at hvis alle led i summenrepræsenteressom nul, kan summenhøjst blive� �������Øù&ÿ���ö������3ý , og dermeder ÷XøØù2ú�ûPüþý��¦÷høØù � ýÿ���ö������ �ð ÿ ��ö�! . Valget ÿ"��ö�ö�ö�ö#�$���	��
�����
giver med sandsynlighedstørreend ��ö�% en værdi, som er mindre end ÿ ��ö�! , og detteburde
væregodt nok i praksis. Grundentil, at vi ikke barehar valgt en konstantf.eks. ÿ"��ö�ö�ö , er,
at hvis vi to gangei træk i samtligeled af log-likelihooodfunktionenfår repræsenteretsummen
somet nul, så vil maksimeringsprocedurentro, at maksimumer fundet,da funktionsværdienjo i
givet fald er uændret.Vi har rent faktisk forsøgt,og detgiver lige nøjagtigdetnævnteproblem!

En anden måde, hvorp̊a man måske kan klare problemet, er at gange �����%ù.ÿuú�ûPüþý
med �&���lù(':ý , hvor ' er tilpas stor, og dernæst subtrahere ' ved beregning af log-
likelihoodfunktionen. Man kan sikkert give et kvalificeret bud på størrelsenaf ' ved at se
på denstationærefordeling for diffusionsprocessengivet ved denstokastiskedifferentialligning�yê*) ð ÿ +,��ê�)-�.��/�01+,�	2 �,�.�435) ,
da �60 798ô;: 7 8 jo tilhører intervallet <���=&�9> . Vi vil dog ikke undersøgedettenærmere.
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4 Stokastiske volatilitets modeller.

Vi vil nu betragteen nogetmerekompliceretmodeltype,nemlig de stokastiskevolatilitets
modeller. Som nævnt i indledningener vi i dette kapitel kun nået til nogle indledende
betragtninger,og trods det faktum, at der i overskriftenst̊ar “modeller”, har vi kun nået at
betragteén model,somvi vil kaldemodel1, selvomdettenavnantyder,at der betragtesmere
end én model. Det, som vi vil betragte,er en 2-dimensionaldiffusionsproces,hvor vi kun
observererden ene koordinat af processen. Vi vil så forsøgeat estimereparametrenevha.
simulering. Desværreer vi ikke nået så langt med selveestimeringsdelen,og det er et åbent
spørgsm̊al, om metodenvirker. Der er i hvertfald noglenumeriskeproblemer,seogs̊a Kapitel 3,
som skal løses,før metodenfor alvor kan bruges.

4.1 Model 1.

Lad ê�? ôA@)CB =aê�? ôA@)ED =GFGFGF$=aê�? ôA@)IH , hvor J"KML;NPO1LRQSOUT9T9T�OVLXW , væreobservationerfra 1. koordinat
i en 2-dimensionaldiffusionsprocesgivet ved den2-dimensionalestokastiskedifferentialligningY[Z]\ Q_^` K Z�\ba ^` T Y4cd\ QA^` ,

Z�\ Q;^N KeJY[Z \ba ^` KgfhT[ikjml Z \ba ^`on T Y L-p1qrT s Z \ba ^` T Y4c \ba ^` ,
Z \ba ^N tvu ixw TyfhT.jq a z w Tyfq a n , (31)

hvor
c \ QA^` og

c \ba ^` er koordinaternefra en 2-dimensionalstandardWiener proces,og hvorfM{|J , j}{|J og q~{|J . Det er klart, at 2. koordinaten
Z \ba ^ kun er defineretpå den positive

halvakse�CJ z$��� , da vi uddragerkvadratrodenaf den.

Vi vil om lidt vise, at under visse betingelserpå parameteren��K�i�f z j z q n har
Z \ba ^ enu i a�� ��� ���� z a&� ���� n -fordelingsominvariantfordeling. Davi endvidereharantaget,at

Z \ba ^N følgerdenne
fordeling,såvil

Z \ba ^ havegammafordelingensomstationærfordeling,ogkravetompositiviteter
dermedi teorienopfyldt. I praksiskannegativeværdierforekomme,når vi simulerer,mendette
problemklaresvha. identiteten��K�������iE�I�-ik� n_n samtdet faktum, at �5�h�IJ z$����� �I��ik� n � .
Til dennetransformationaf 2. koordinatenfår vi brug for nedenst̊aendeLemma8.

Det ses let, at hvis vi laderZ ` K�� Z�\ Q;^`Z \ba ^` � ,
c ` K�� cd\ Q;^`c \ba ^` � , ��K�i�f z j z q n ,� i Z `_� � n K�� JfhT[i(jml Z \ba ^`on � og � i Z `¡� � n K ¢ Z�\ba ^` JJ qrT s Z�\ba ^` £ ,

(32)

så kan formel (31) skrivespå sammeform som formel (5) med
Y K¥¤¦K w og §¨Kª© , det vil

sige på formen Y�Z ` K � i Z `_� � n Y L�p1�«i Z `¡� � n Y4c ` .
Bemærk,at 2. koordinateni formel (31) omtalessomCox–Ingersoll–Rossmodellen,seKessler
& Sørensen[12] ex. 2.1.
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Lemma 8.
Hvis ¬ er en løsning,til den1-dimensionalestokastiskedifferentialligning ¬~®°¯U±h²[³(´mµ�¬�®;¶·² �¸-¹1º ²4» ¬�®-² 4¼ ®
defineretpå ½C¾�¿�À�Á , så er Â en løsningtil den1-dimensionalestokastiskedifferentialligning Â ® ¯Ã³ ±h²[³�´¦µÅÄ9ÆxÇX¶Ä ÆxÇ µ ºÈ ²yÄ ÆxÇ ¶·² �¸�¹ ºÉ Ä Æ Ç ² �¼ ® (33)

defineretpå , hvor Â ® ¯ËÊÍÌ�³(¬ ® ¶ .
Bevis.
Vi benytter blot Itos formel, se Kloeden, Platen & Schurz [14] afsnit 2.1, på funktionenÎ ³ ¸ ¿¡Ï�¶~¯ÐÊÍÌ�³kÏ�¶ , for Ï�ÑÒ¾ . Bemærk,atÓ ÎÓ ¸ ³ ¸ ¿¡Ï�¶ ¯e¾ , Ó ÎÓ Ï ³ ¸ ¿¡Ï�¶ ¯�ÔÏ og

ÓÖÕ ÎÓ Ï Õ ³ ¸ ¿¡Ï�¶ ¯�µªÔÏ Õ .
Itos formel giver dermed,at for ¬ ®~× ½C¾�¿�À�Á , er Î ³ ¸ ¿R¬ ® ¶ ¯|Ø	±h²[³�´¦µÙ¬ ® ¶·²]Ô¬ ® ¹ ÔÈ ²[³ º ² » ¬ ® ¶ Õ ²[³Aµ Ô¬ Õ® ¶RÚS² �¸�¹Vº ² » ¬ ® ²]Ô¬ ® ² 4¼ ®¯|Ø ±h²[³�´¦µÅÄyÛ�Ü ®(Ý Þ ÇEß ¶Ä Û�Ü ®(Ý Þ Ç ß µ º ÕÈ ²yÄ Û�Ü ®(Ý Þ Ç ß ÚS² �¸�¹ ºÉ Ä Û�Ü ®(Ý Þ ÇCß ² �¼ ® .
Vi bemærker,at Â ® ¯�ÊÍÌ-³(¬ ® ¶à¯ Î ³ ¸ ¿R¬ ® ¶ , og resultateti lemmaetfølger.

Bemærkning.
Fordelener alts̊a, at den nye stokastiskedifferentialligning (33) ikke læggernogenbånd på
processenÂ . Dermedløsesproblemetmedværdieraf ¬ ® mindreendeller lig mednul. Når vi
transformerertilbage,det vil sige,at vi sætter¬ ® ¯�á&âäã-³�Â ® ¶ , så er betingelsen¬ ® ÑU¾ nemlig
opfyldt, da eksponentialfunktionenjo altid er strengtpositiv.

4.1.1 Invariant fordeling for processens2. koordinat.
Vi vil nu bestemmeden invariante fordeling for 2. koordinateni den 2-dimensionale

diffusionsprocesgivet ved formel (31). Resultateter givet i nedenst̊aendeProposition2.

Proposition 2.
Den 1-dimensionalediffusionsprocesgivet ved denstokastiskedifferentialligning ¬ ® ¯U±h²[³(åmµ�¬ ® ¶·² �¸-¹1º ²4» ¬ ® ² 4¼ ®
og defineretpå ½C¾�¿$À�Á er for ±|Ñæ¾ , å|Ñ¥¾ , º Ñ¥¾ og

Õèç é�ç êë�ì íËî en ergodisk procesmed enïñð$ò�ó ô�ó õö�÷gø ò&ó ôö�÷6ù -fordeling som invariant fordeling.
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Bevis.
Vi vil brugeSætning1, seafsnit 2.2, og skal derfor vise, at betingelsernei) og ii) er opfyldte.
Lader vi ú	û�ü î , så har skalam̊alet, se afsnit 2.2, følgendetæthed:ý ð úÿþ�� ù ü������ ð	��
� �� �����[ð������ ù� ò ������� ����� ù ü �!��� ð	�"
� �� ���#�[ð��$��� ù� ò ��� ����� ù , for ú&%(' .
Lad os regnelidt på integraleti eksponentialfunktionen:�� � �#�[ð��$��� ù� ò ��� �)��� ü �� ò � �� � ð � � � î ù ����� ü �� ò �+* ���-,/.-ð!����� ù ���10 � �ü �� ò ��ð2�$�-,3.-ð!� ú � ù � ú � ð2�$� ' � î ù¡ùü �� ò ��ð2�$�-,3.-ð ú ù � ú4 î ù , for ú5%(' .
Vi får dermedfølgendeudtryk for skalam̊alets tæthed:ý ð ú þ�� ù ü7698 ÷�: ;< ÷>=@? õ = A@BC? ��D 8 �FE

�
D üMúG8 ÷�: ;-: H< ÷ � 6 ÷�: ;< ÷I= � � 698 ÷�: ;< ÷ , for ú5%J' . (34)

Bemærk,at úK8 ÷�: ;-: H< ÷ � 6 ÷�: ;< ÷>= � � 698 ÷�: ;< ÷ %J' , L ú5M 0 ' ø�N * ,
samt at 
����� ò %J' og


��9�#�)�� ò %J'
pr. antagelsei propositionen. Vi har derfor, atO� � ý ð ú þP� ù ��� ú í ' og

�
� û ý ð úÖþ�� ù ��� ú í ' ,

samt at 6 ÷�: ;< ÷ = � er en voksendefunktion.
For at vise, at betingelsei) er opfyldt, bliver kravet QFR S�R TUWV XZY nødvendigt. Antagesnemlig
modsætningsvist,at []\ Q!R S�R TU V \ Y , så får vi, at^_ `ba�cedGf�g�hPikjld mon	p!qr ^_ `sd�t V�u v-u wx V i9y V�u vx V R z i9y9t V�u vx V i�jld m|{}q~ ^_ `�dGt V�u v-u wx V i�jldm ^ t V�u v-u wx V#�

` qr � YY�� Q�R S�R TU V i-d ^ t V�u v-u wx V#� ^
` r YY�� Q�R S�R TU V \�� .

�/���
Da ����� �� ��� � er en voksendefunktion, og da ���G��� �� ���5� , idet ��� � �� � �¡  .

Men så er i) i Sætning1 ikke opfyldt, og vi må derfor kræve,at ¢!£ ¤�£ ¥¦ � §©¨ .
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Antag nu, at ª!« ¬�« ®W¯ ° ± :
Bemærkførst, at ²�³9´�³�µ

¶ ª °·±¸
²�³�´
¶ ª ° ±µ , for

µº¹J»
.

Vi får derfor, at¼½ ¾À¿lÁ�ÂGÃ�Ä�Å ³�Æ Â�ÇoÈ	ÉFÊ° ¼½ ¾ ±Â ³9ËGÌÍ ³9Ë9ÎÐÏÍ ³-Æ Â ° ¼½ ¾ ±Â ³9Ë+ÌÒÑ ÏÍ ³�Æ Â ÇÔÓ Î
¾	ÕGÖ Ê× ¼½ ¾ ±Â ³�Æ Â

° Ø|Ù/ÚÛ�ÜÝ¼ßÞ Ø/à Á�ÂKÅ2á Û
¾
° Ø/Ù/ÚÛ�Üâ¼ Ø3à Á�ã+Å °åä

og

¾
½ Ö ¿lÁ�ÂæÃ�Ä�Å ³-Æ Â ÇoÈ	É!Ê°

¾
½ Ö ±Â ³9Ë ÌÍ ³9Ë Î ÏÍ ³�Æ Â ° ÇÔÓ

ÕæÖ Ê× Ë Î ÏÍ ¼½ ¾ ±Â ³�Æ Â
° Ë9Î�ÏÍ Ø/Ù/ÚÛ�Ü

Ö
Þ Ø/à Á�ÂKÅWá

¾
Û °·ç Ë9ÎÐÏÍ ³ Ø/Ù/ÚÛ�Ü

Ö Ø/à Á2ã+Å °åä ,

da Ø/Ù/ÚÛ�Ü
Ö Ø/à Á2ã+Å °èçéä . Men så har vi vist, at i) er opfyldt for ª!« ¬�« ® ¯ °è± .

Antag dernæst,at ª!« ¬�« ® ¯ ¹ ± :¼½ ¾ ¿lÁeÂ�Ã�ÄlÅ ³�Æ Â5ÇoÈ	É�Ê° ¼½ ¾ Â Î ¯eê ë-ê Íì ¯ ³9Ë ¯�ê ëì ¯ « Ó ³9Ë Î ¯�ê ëì ¯ ³)Æ Â
Ç|íPÊ° Ø/Ù/ÚÛ�ÜÝ¼ Þ Â Î ¯�ê ë-ê Íì ¯ ³ ¶ ª²�³�´ ³9Ë ¯�ê ëì ¯ « Ó ³�Ë Î ¯�ê ëì ¯ á Û

¾ïî ¼½ ¾ ²�³9´#³�µ¶ ª
³ Â Î ¯�ê ë-ê Íì ¯ Î

¾ ³ ¶ ª²�³�´ ³9Ë ¯�ê ëì ¯ « Ó ³9Ë Î ¯�ê ëì ¯ ³�Æ ÂÇ|í}í}Ê× Ø|Ù3ÚÛ�Üâ¼ Þ Â Î ¯�ê ë-ê Íì ¯ ³ ¶ ª²�³9´ ³�Ë ¯�ê ëì ¯ « Ó ³9Ë Î ¯�ê ëì ¯ á Û
¾
° ¶ ª²�³9´ ³9Ë Î ¯�ê ëì ¯ ³ Ø|Ù3ÚÛ�ÜÝ¼ Á�ã Î ¯�ê ë-ê Íì ¯ ³9Ë ¯�ê ëì ¯ « Û Å ç ¶ ª²�³9´ °Àð .ñ|ò�ó

Delvis integration.ñ|òôò�ó
Integrandener positiv på õ öô÷ùø�õ , så integraleter positivt.

Grænseværdienfølgeraf Madsen[15] sideII.4.2 Sætning2, somsiger,at enhverpotensfunktion
af ú med positiv eksponenter af laverestørrelsesordenfor ú]û ð end enhvereksponential-
funktion af ú med grundtalstørreend ü . Derfor vil úþý�ÿ �-ÿ �� ý gå langsommeremod uendeligend� ý�ÿ �� ý � � , og dermedvil

ú � ý�ÿ �-ÿ �� ý � � ý�ÿ �� ý � �	� � ý�ÿ �� ý � �ú ý�ÿ �-ÿ �� ý û ð , for ú û ð .

Vi ser på det andetintegral i betingelsei):
� ������������ ���������! �"# $% & �('*),+ -.+ /0 )21�3 ),+ -0 )54 67183 ' ),+ -0 )91;: � � 6.<
&
"= 3 ' ),+ -0 )>1 $% & �?'*),+ -.+ /0 )@1�: �# 3 ' ),+ -0 )>1(ACBCDEGF &8H IIKJML 4 NO4 PQ ) 1 � $ ' ),+ -.+ /0 )SR $E # 3 ' ),+ -0 )91 IL 4 NO4 PQ ) JTI 1�UVAWBXDEYF &�Z $ ' ),+ -.+ /0 ) JTI�[ #]\ ,
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idet

I^J L 4 N_4 PQ ) `ba og dermed AWBXDEYF & Z $ ' ),+ -.+ /0 ) #2\ .

Men så har vi ogs̊a vist, at i) er opfyldt for

L 4 NO4 PQ ) c I
og dermedfor

L 4 NO4 PQ ) = I
.

Vi manglerså at vise betingelseii):
Vi indsætterudtrykket i formel (34) for d U ��e!f [ i hastighedstæthedeng U�h e�f [ , se Definition 3 i
afsnit 2.2, og får dermedfølgendeudtryk:

g U �ie�f [ # Ij L 1lk � k;1 d U �me�f [ � 6;<
&
"# Ij L 1 � 1 d U �ie�f [ ���n o"#

Ij L 183 ),+ -0 )S1 �p),+ -.+ /0 ) ' $ 183 ' ),+ -0 )54 6 , for � c a .
Dermed bliverq

U f [ # r% & g U �ie�f [ 1�: � # r% & Ij L 183 ),+ -0 )91 � ),+ -.+ /0 ) ' $ 1�3 ' ),+ -0 ) 4 6 1�: �# 3 ),+ -0 )S1�stU L 4 N_4 PQ ) [
j L 1�U L 4 NQ ) [ ),+ -.+ /0 ) 1 r% & I

stU L 4 NO4 PQ ) [ 1�UGu 1;vj L [ ),+ -.+ /0 )@1 � ),+ -.+ /0 ) ' $ 183 ' ),+ -0 ) 4 6 1�: ��Wwx"# 3 ),+ -0 )91.syU L 4 NO4 PQ ) [
j L 1�U L 4 NQ ) [ ),+ -.+ /0 ) ` \ .

zC{}|
Vi genkenderintegrandensom en tæthedfor ~;�n��� �.� ����>� �,� ���� | -fordelingen,se Hoel, Port & Stone[8] side129.

Vi har dermedvist, at betingelseii) er opfyldt.

Fra Sætning1 får vi derfor, at � er en ergodisk procesmed invariant fordeling givet ved
tætheden �����5��������� ���5������ ����� � �� �K�8� �,� �� � � � �,� �.� �� �9� � �8� � �,� �� ��� �� �,� �� � �  l¡ �,� �.� �� �£¢� � �¤¡ �,� �� � ¢ �,� �.� �� �� ¥¦ �Y§ � ¨O� ©ª¬«®°¯�±Y² ¯8³´Vµ  «,¶ ·.¶ ¸¹ « ¯Gº «,¶ ·.¶ ¸¹ «S»½¼ ¯8¾ » «,¶ ·¹ «5¿ À , for º9ÁTÂ .
Vi genkenderÃ somentæthedfor Ä ± µ ¿ ÅO¿ Æª «]Ç µ ¿ Åª «  -fordelingen,seHoel, Port& Stone[8] side129.

Bemærkning.
Resultatetaf Proposition2 strider ikke mod påstandeni Bibby & Sørensen[3] ex. 3.1. Dog
har vi her en ekstrabetingelsepå parametrene,sommangleri Bibby & Sørensen[3]. Hvis vi
oversættertil det konkreteeksempeli Bibby & Sørensen[3] ex. 3.1, hvor ´7È�É , ³Ê¯�Ë ÈÍÌ³ ogÎ ÈÐÏ ³ , så bliver denekstrabetingelse,at Ì³ÒÑÓÂlÔÖÕ . I Kessler& Sørensen[12] ex. 2.1bliver den

ekstrabetingelse,at
µ ¿�×ÆØ�« Ñ É . Vi har her sat Ì over de ³ og Ë , somnævnesi artiklerne,for ikke

at forveksledemmedvores ³ og Ë – i de nævnteartikler er der naturligvisikke Ì over ³ og Ë .
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4.1.2 Simulering af model 1.
Til simuleringaf selveprocesseni model1, vil vi benytteen 2-dimensionalEuler approksi-

mation, se delafsnit 2.3.2. Lad ÙÛÚ ¼}ÜÝ È Â og ÙÛÚ µ ÜÝ Þ Ä ± µ ¿ ÅO¿ Æª « Ç µ ¿ Åª «  . Fra delafsnit 1.1.3 ved

vi hvordan Ù Ú µ ÜÝ kan frembringes. Vi betragterintervallet ß àná »�¼ Ç àâá�ã og inddeler det vha. ä
ækvidistantedelepunkter,à á »�¼ ÈÐå Ýçæ å ¼ æ ¯;¯;¯ æ åGèéÈ à á , det vil sige,atå;êëÈ à á »�¼�ìîíðï(ñâòôóÒñâò�õ½ö÷ , for øçùûú�ü.ý.ýGýGü ÷ .

Vi har i indiceringenudeladtþ.ÿ ’s afhængighedaf � , meni anvendelservil observationstidspunk-
terneofte væreækvidistante,og så forsvinderdenneafhængighed.Hvis vi lader � ò ù ñâòOó9ñâò�õ�ö ,har vi alts̊a, at þ.ÿ>ù ñâò�õ�ö � ø ï ���� og �Gÿ ù þ;ÿ ó þ;ÿ õ�ö ù]ø ï ���� ó � ø ó ú
	 ï ���� ù ���� ù��� ò � , forø ù��Oü.ú�ü.ý.ýGýYü ÷ . Bemærk, at þ��çù ñâò�õ�ö og þ � ù ñâò�õ�ö � ÷ ï � �� ù ñâò . Dermedhar vi, ifølge
delafsnit2.3.2,at Euler skemaetmed start i ��� ����� er givet ved følgende:��� � ö ����� �! ��"�$# ù&% � � ö �� �!���� �' �� �!���)(� � � ö ���*� �' ��+* # ù � � � ö ��+* �,�� �' �� * �,� # � � �- ï �/. ó � �' �� * �,� 	 # ï � � ò � � % � �' �� * �,� ï102 � ö �354 �768 ï:9 ;=<'>@?A+BDC,EGF�HI <'>J?K@LNMPORQ , SUTWVXZYZYZY[X@\ ,

hvor H I <P]J?K LNM7O_^ \a`�bcX5d <7ef?hg , ijT VRXJk , og H I <flD?K LNM7Onm HI <'>o?K LNMPO . Vi har så, at ` ;p<flh?A"q X ;p<'>J?A+q g�r er Euler

approksimationentil s�t M , givet vi starter i s�t M C,E . Vi simulerer H I <7]J?K LNM7O ’erne vha. Box–Müller
algoritmen,se delafsnit 1.1.2, og vi vil ogs̊a her udnytte, at algoritmengiver to uafhængige
udfald for hvert kald. Som nævnt tidligere kan der opst̊a praktiske problemermed kravets�t=uvb . Problemetblev klaret med Lemma8, og vi simulererderfor processeǹws <flh? X@x g�r i
stedetfor processens . Med syt M C�E som startværdier Euler skemaetfor processeǹws <flh? X@x g"r
givet ved følgende:z ;{<flh?A"|;{<'>J?A"|~} T&� s <flh?t M C�E��� `/s <'>J?t M C�E g Qz ; <flh?A+B; <'>J?A+B } T z ;p<flh?A+BhC�E;p<'>J?A BhC�E }�� � b��� <��������5��'����������h���J��� �n�������
�'����������h���J� �¡ ,¢ ��£ ��¤¦¥§©¨5ªc«¬"® �!¯ �° �h���5±  �²³ �µ´ �¶ �N·P�¸¹ �����
�'�������� �h���J�  �²³ �'¯ �¶ �N·P�Rº» , ¼¾½j¿RÀZÁZÁZÁ[À@Â ,

hvor ² ³ �7Ã �¶ �N·7� ’erne er somfør. Vi har så, at ¬"® �f´ �°+Ä À ¨�ªc«{¬"® �'¯ �°+Ä ±Å±"Æ er approksimationentil Ç�ÈfÉ , givet
vi starter i Ê�ÈfÉ�Ë,Ì .
Eksempel.

Lad os som et førsteeksempelbrugesammeparameterværdisom i Bibby & Sørensen[3]
ex. 3.1. Det vil sige,at vi laderdensandeparameterværdivære ÍZÎÐÏÒÑhÓRÔZÓ�Õ�ÔZÓ,Ö eller medandre
ord ×ÎØÏÙÓ , Ú)ÎÛÏWÓ1Õ og Ü5ÎØÏÙÓ . Vi betragteralts̊a følgende2-dimensionalediffusionsproces:ÝßÞ ÊaàfáDâÈÊaà'ãoâÈ ä Ï Þ ÕÓ1Õ=åæÊ à'ãoâÈ ä Ýçèêé Êaà'ãoâÈ ÕÕ ë Êaà'ãoâÈ ì ÝßÞ�í àfáhâÈí à'ãJâÈ ä ,

hvor Ê àfáhâÎ ÏîÕ og Ê à'ãoâÎ ïîð Ñ"ñ
Õ�Ô5ñ�Ö . Vi antagernu,atobservationerneerækvidistante,detvil sige,
at òôóÏ ç óõå ç ó�ö á Ï�ò og dermed

ç óÏø÷úù,ò . Bemærk,at vi så ogs̊a har,at ûýü�þµÿ�� ���� � �� � � .
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1000 observationer (delta=0.5) fra model1 simuleret med alfa=1, beta=10 og c=1

Figur 17: Fire typiske udfaldsstierfor model 1 med �	��
 , ���
�� og ����
 .
Et Pascal-program,som vha. Euler approksimationensimulereren typisk udfaldsstimed 1000
observationer,er givet i AppendiksA afsnit A.28. Vi har her sat � ������� og � ����� . I
figur 17 sesfire typiske udfaldsstier. Vi bemærker,at processenfor 2. koordinatenhar en�! �"��#$��% -fordeling som stationær fordeling, se Proposition2 i delafsnit 4.1.1, og derfor skal&('*),+.-0/132 �4�"�"5��6��78� og 9;:=<  >)6+?-�/1 %@�4�"�=5�� - �A� , jfr. Hoel, Port & Stoneside 177 ex.4.
Dette synesogs̊a at væretilfældet i de fire simuleredeudfaldsstieri figur 17. Som sædvanligt
er tegningernelavet vha. S-PLUS,og S-PLUS-programmetfindesi AppendiksC afsnit C.6.

4.1.3 Estimation i model 1 når beggekoordinater observeres.

Det størsteproblem ved estimationi stokastiskevolatilitets modeller er alts̊a, at vi kun
observererendel af denbagvedliggendeproces.Ladosdogetøjeblik antage,at vi kenderbegge
koordinateri den2-dimensionalediffusionsproces.Vi kenderheller ikke overgangstæthederne,
så hvis vi vil estimereparametrenei modellen,må vi f.eks. anvendeapproksimativlikelihood
inferens,se Kapitel 3. Vi vil alts̊a forsøgeat brugeden approksimativelog-likelihoodfunktion
fra Pedersen[18]. Et første skridt på vejen er derfor at bestemmeden approksimativelog-
likelihoodfunktion,og vi vil i førsteomgangbetragtetilf ældet �B�C7 :
Den approksimative overgangstæthedfor N=1.
Lad D,�  DFE8#�D - %HG , IJ�  IKEL#0I - %MG og NPORQ@�S� . For model 1 har vi følgendeapproksimative
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overgangstæthedT �;UMV�W�XYW�Z$W0[]\_^=` for a ��b :Tdc UHV�W�XYW�Z$W�[d\_^=` ��Tec UfXYW�[dW$g\_^=`� bhjilkJmonpmKq r]st m8u$vxwYy{z |}~mon m��Ky��=� z�r �r t � t� y � t z�y | � npmo� � mlr t z�n�mo��m8� � t� t mlr t � � (35)

Bevis.
Ifølge Sætning2, seafsnit 3.1, er denapproksimativeovergangstæthedgivet ved følgende:� � y�rY� � �$n��_� ��� yH}�ml�Jmon ������ m��*�]yfrY�0� � � ���� mm8u vxwF�¡z |}jmon m¡y � z�r¢z�npm¤£¤y�rY�_� �{�¦¥ � � � y�rY�_� � y � z�r¢z�npm¤£¤y�rY�_� �{� � .
Vi har her, at § � }

, og vi udregnerlet
}�¨6}

matricen
�]yfrY�_� � :�ey�rY�_� ���ª© yfrY�_� �«©d¥ y�rY�_� �!¬ s t_� ® r t ¯¯ � m"° r te± ® r t ¯¯ � m"° r td± �²® r tt ¯¯ � t mlr td± , for

r t~³R¯
.

Determinantenfor
�]yfrY�0� � er derfor

�*�]yfrY�_� � � � r tt m � t mLr t � � t mLr s t , så
� �ey�rY�_� � � ³R¯ for

r t~³´¯
,

og dermeder
�ey�rY�_� � invertibel. Da

�ey�rY�_� � endvidereer en diagonalmatriks,findesdeninverse
matriks let: � � � y�rY�_� ���B® �µ �� ¯¯ �¶ �{· µ � ± .
Vi regnerlidt på eksponentialfunktionen:y � z,r¸z�n¹m8£¤y�rY�_� �{� ¬ s t0� º �¡� z6r �� t z,r t z�npmo��m¡yM�Jz6r t �x» �¼º �K� z�r �� t zRy | � n�mo� � mlr t z�npmo��m¤� » .

Vi får så, aty � z6rz½n�m¤£¤yfrY�_� ���H¥ � � � yfrY�_� ��� y �¡� z�r � � � t zRy | � n�m8� � mlr t z�npmo��m¤� � ® �µ �� ¯¯ �¶ �{· µ � ±� y �¡� z6r �r tt � � t zRy | � n¹mo� � mlr t z�npmo��ml�� t mlr t � ,
og endelig får vi, aty � z�r¢z�npm¤£¤y�rY�_� �{� ¥ � � � y�rY�_� � y � z�r¢z�npm¤£¤y�rY�_� �{�� y �K� z�r �r tt � � t z�y | � n�mo� � mlr t z�n¹mo��m¤�� t mLr t � º � � z�r �� t z�y | � n�mo� � mlr t z�npmo��m¤� »� y �K� z�r �r t � t � y � t zRy | � n�m8� � mlr t z�npmo��m¤� � t� t m�r t .

Vi indsætterde fundne udtryk og får, at� � y�rY� � �$n�_� ��� |}�ml�Jmon�m q � t mLr st mlu$vxwF�¡z |}jm¤n m¡y{y �K� z6r �r t � t� y � t z´y | � npm¤� � mlr t z�n¹mo��m¤� � t� t mLr t � � .
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Den approksimative log-likelihoodfunktion for N=1.
Antag, at vi til tidspunkterne ¾À¿ Á«ÂÄÃ Á_ÅÆÃ Ç8Ç8Ç�Ã Á¦È har observeretbegge koordi-
nater i diffusions-processenÉ , som løser den 2-dimensionalestokastiskedifferentialligning i
formel (31), det vil sige, at observationerneer É@ÊÌËlÍ�ÉÎÊÐÏ ÍlÑLÑlÑLÍ0É@ÊÌÒ . Ifølge afsnit 3.2 får vi så
følgendeapproksimativelog-likelihoodfunktion for Ó ¿ÄÔ :Õ È=Ö×Å8ØMÙ=ÚÛ¿ ÈÜ ÝßÞ Åáàßâ ØßãdÅlØ>É@ÊÌä.å Ï Í0É@ÊæäHÍ_ç Ýéè Ù=Ú�Úê�ë_ì0í¿ ÈÜ ÝÌÞ Å"î=ï�àßâ ØHðjÇlñ�Ú ï6àßâ ØMç Ý Ú ï Ôð Ç àßâ ØHò$ó�Ç¡Ø>É ê ó íÊ ä.å Ï Ú ë Ú

ï ÔðjÇoç Ý Ç¡Ø�Ø É ê Å íÊ ä ï É ê Å íÊ äôå ÏÉ ê ó íÊ äôå Ï Ú ó�õ ØfÉ ê ó íÊ ä ï Ø{Ô õ ç Ý ÇoöPÚ�Ç8É ê ó íÊ ä.å Ï ï ç Ý Çoö�Ç¤÷�Ú óò ó Ç8É ê ó íÊ äôå Ï Ú0ø
¿ ïúù Ç àÌâ ØMðjÇLñJÇoòlÚ ï ÈÜ ÝßÞ Å àßâ ØHç Ý Ú ï¹ûð Ç ÈÜ ÝßÞ Å àÌâ ØfÉ ê ó íÊæäôå Ï Ú

ï ÈÜ ÝßÞ Å î ÔðjÇ¤ç Ý Ç¡Ø{Ø É ê Å íÊ ä ï É ê Å íÊ ä.å ÏÉ ê ó íÊ äôå Ï Ú«ó õ Ø>É ê ó íÊ ä ï Ø{Ô õ ç Ý ÇoöPÚ�Ç8É ê ó íÊ äôå Ï ï ç Ý Çoö�Çl÷�Ú óò ó Ç8É ê ó íÊ ä.å Ï Ú�ø .
Eksempel (fortsat).
Vi vendernu tilbagetil eksemplethvor ülýjþSÿ�������������� . For at få en fornemmelseaf hvadvi er
oppemod, har vi tegnetde approksimativelog-likelihoodfunktioner,hvor vi kun variererden
eneaf de tre parametre,og hvor vi benytterbeggekoordinater.Et Pascal-programtil dettekan
findesi AppendiksA afsnit A.29, og resultatetaf at anvendedetteprogrampå observationerne
fra de fire udfaldsstier,som er vist i figur 17, kan sesi figur 18.

Vi bemærker,at de approksimativelog-likelihoodfunktionerbliver næstenidentiskefor alle
fire udfaldsstierpå trods af de megetforskellige udfaldsstierfor 1. koordinaten,se figur 17.
Vi bemærkerogs̊a, at log-likelihoodfunktionernesynesat antagederesmaksimumlangt fra
de formodedesandeparameterværdier; 	áý6þ � , 
�ý,þ ��� og �_ý,þ � . Der er oven i købet
problemermed at holde sig indenfor definitionsomr̊adet,og dettekan formodentliggodt volde
nogle kvaler i forbindelsemed en eller andenform for numeriskmaksimeringsmetode.Det
er så et spørgsm̊al, om problemetskyldes,at vi ikke har opn̊aet konvergensi de simulerede
udfaldsstier,såledesat de “sande” værdierikke er de værdiervi simuleredeud fra, eller om
det skyldes,at denapproksimativelog-likelihoodfunktionfor Àþ�� er for langt fra denrigtige
log-likelihoodfunktion– eller måskeen kombinationaf dissemulige årsager.Hvis denfaktiske
sandeparameterikke er ülý þ ÿ�������������� , kan problemetogs̊a være,at de fastholdteparametreer
sat til at væreen “forkert” væredi,såledesat de approksimativelog-likelihoodfunktionerikke
tegnesi nærhedenaf maksimumspunktet.

4.1.4 Estimation i model 1 når kun 1. koordinaten observeres.
Nu antagervi igen,at det kun er 1. koordinaten,somobserveres.Vi kan derfor ikke umid-

delbartbenyttemaksimumlikelihood estimationaf parametrene,idet vi ikke harnogenobserva-
tionerfor 2. koordinatenat sætteind i likelihoodfunktionen.Vi vil dogalligevelforsøgeat bruge
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Figur 18: De approksimativelog-likelihoodfunktioner,når to af parametreneer fastholdte.
Funktionerneer tegnetfor hver af de fire observationssæt fra udfaldsstiernei figur 17.
Vi har her antaget,at beggekoordinateri processerneer kendte.

metodikkenfra maksimumlikelihood estimation,idet vi vil maksimerelog-likelihoodfunktionen
numeriskved, for den aktuelle parameterværdi,at indsætteen simuleretversion af den uob-
serverede2. koordinat. Med den aktuelleparameterværdimenervi den parameterværdi, som
den numeriskemaksimeringsprocedureer nået til. Da det kun er 2. koordinaten,som i denne
forbindelseskal simuleres,og da 1. koordinatenikke indgår i udtrykket for 2. koordinaten,
er det her kun en 1-dimensionaldiffusionsproces,som skal simuleres. Vi vil som i Kapitel 3
benyttede sammeWienertilvæksterved alle parameterværdier,da der ellerstilføres en uønsket
variation af log-likelihoodfunktionen,som ikke skyldesændringenaf parameterværdien.Vi
kenderimidlertid ikke densædvanligelog-likelihoodfunktion,sedelafsnit4.1.3,og vi vil derfor
anvendeden approksimativelog-likelihoodfunktion,se delafsnit4.1.3.

Eksempel (fortsat). Vi venderendnuengangtilbage til eksemplet,hvor ����� ��������������� ,
og vi vil igen forsøgeat danneos et billede af eventuelleproblemerved at fastholdeto af
parametreneog så tegnedenapproksimativelog-likelihoodfunktionfor dentredjeparameter.Vi
så i delafsnit4.1.3,at vi ikke skal forvente,at maksimumspunkternefor funktionernerammer
de sandeparametresærlig godt, men vi vil alligevel lade de fastholdteparametrevære lig
med de sandeværdier– hvad skulle vi ellers gøre? Et Pascal-program,til bestemmelseaf de
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approksimativelog-likelihoodfunktionerfor eksemplet,kan findes i AppendiksA afsnit A.30,
og resultatetaf fire kørslerfor hver af de tre parametre,kan sesi figur 19. Vi har her anvendt
observationernefor 1. koordinatenaf udfaldsstieni øverstevenstrehjørne af figur 17. Før
figurerneblev tegnetvha. S-PLUS,fjernedevi endel ekstremeværdier,sommå væreforårsaget
af numeriskeproblemeri beregningerne.Det er derfor der manglerobservationerind i mellem.
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Figur 19: De approksimativelog-likelihoodfunktioner,hvor to af parametreneer fastholdte.Observationerneer 1.
koordinaternefra udfaldsstieni øverstevenstrehjørneaf figur 17, og vi har for hveraf detre parametre
fundetdenapproksimativelog-likelihoodfunktionfire gangevia simulationaf 2. koordinaten.

Af figur 19 kan vi se, at de approksimativelog-likelihoodfunktioner,for hver af de tre
parametre,topperomtrentsammestedalle fire gange,ogat maksimumspunktetligger i nærheden
af densandeværdi. Hvis de numeriskeproblemerkan løses,skulle der vel derfor udfra denne
figur ikke væregrund til at tro, at ideener ubrugelig.

Som et sidstepunkt i dettespeciale,har vi for eksemplethvor ��������������������� lavet nogle
indledendeforsøgpåat bestemmeestimaternevedsimulation.Vi haralts̊a treukendteparametre,
som skal estimeres,så vi har her brug for en god maksimeringsprocedure.Vi vil selvfølgelig
forsøgemedPowell’s metode,seafsnit 3.3, mendettevalg af maksimeringsprocedurebør nok
overvejesnærmere,hvis ideen skal have praktisk betydning. Der opst̊ar i hvert fald nogle

80



problemeri form af, at vi har nogle bånd på parametrene,se Proposition2 i delafsnit 4.1.1,
somikke umiddelbartkan bevaresunderkørselaf Powell proceduren,og hvis dissebånd ikke
overholdes,har vi ingen styr på, hvor vild processenkan blive. Tilsyneladendekan der ske
det, at den approksimative“log-likelihoodfunktion” ikke længerereer endelig. Vi skal alts̊a
for hvert sætaf de parametre,som undersøgesaf Powell proceduren,simulere2. koordinaten�! #"%$& . Derefterindsættesi denapproksimativelog-likelihoodfunktion,og værdienreturnerestil
Powellproceduren.Vi benytterendnuengangobservationernefor 1. koordinatenaf udfaldsstien
i øverstevenstrehjørneaf figur 17. Vi kan dermedsammenligneresultaternemedfigur 19. Et
Pascal-programtil estimationenkanfindesi AppendiksA afsnitA.31. I tabel23 harvi vist nogle
eksemplerpå kørsleraf dettePascal-programmed forskellige værdieraf konstantenftol, som
angiverhvor lille forskellenmellemfunktionsværdierneskalværefør konvergensantagesat være
indtruffet. Startværdierneer ikke nødvendigvisidentiskemedde værdier,somer givet i Pascal-
programmet,og vi har ikke undersøgt,hvor følsomprocedurener overfor disseinitialværdier.

ftol '( ') '* Funktionsværdi

1.000 0.6652 21.5666 4.3667 -7213.321

1.000 1.1893 0.7930 10.8731 -10173.12

1.000 0.2564 63.8389 3.4855 -7125.634

1.000 2.5278 12.4844 23.4046 -8436.257

0.100 0.1174 4.0937 0.4249 -4646.964

0.100 0.3999 15.2079 1.8324 -7358.741

0.100 0.2265 36.7323 2.5030 -6479.309

0.010 0.5205 11.6775 1.6341 -7492.859

0.010 0.0054 60.8346 0.1995 -3742.510

0.001 0.4754 12.3080 1.7735 -7307.723

0.001 1.3086 10.6194 5.0312 -7809.229

Tabel 23: Nogle eksemplerpå estimationaf parametrenei eksemplethvor +%,.-�/1032�0�452�0%6 .
Vi må jo nok sige, at det ikke ser alt for godt ud. Hvis vi for alvor skal kunneudtaleos

om kvalitetenaf estimaterne,skal vi naturligvisbestemmeet stort antalestimaterog finde den
empiriskespredningenaf disse. Før dettekan udføresi praksis,skal de førnævntenumeriske
problemerdog løses,da vi ellers risikerer, at nogle af estimaternerammerhelt ved sidenaf.
Vi har ganskevidst kun betragtetapproksimationentil log-likelihoodfunktionenfor  þ7� og
det næstetrin ville selvfølgeligværeat se på approksimationerhvor  8:9 , men det er nok
tvivlsomt, om detteførertil så meget.Vi må i øvrigt forvente,at denumeriskeproblemerbliver
endnustørre,når vi ser på tilfældet ; <�9 .

Grunden, til at vi får så forskellige resultaterfra gang til gang, er formodentlig, at vi
indsætternyesimuleredeværdierfor 2. koordinateni denapproksimativelog-likelihoodfunktion
for hver ny parameterværdii maksimeringsproceduren.På denmådebliver denapproksimative
log-likelihoodfunktionikke kun maksimeretsomen funktion af parametrene,menogs̊a somen
funktion af de simuleredeværdierfor 2. koordinaten,og dettegiver nok ikke rigtig mening.
Vejen videre frem er måskekun at bruge 1. koordinatensom data til en approksimativlog-
likelihoodfunktion. Hvordandettemerepræcistskal gøres,har vi ikke overvejetnærmere,og
vi vil slutte specialetmed detteforslag til et videre studieaf emnet.
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A Pascal-programmer.

Detteappendiksindeholderde anvendtePascal-programmer.I Pascal-programmerkan man
ikke skelne store og små bogstaver,så antallet af observationerbetegnesi programmerne
oftest med nobs. I teksternetil de enkelteprogrammerhar vi dog beholdt betegnelsen= . I
nogle af programmerneer der inkluderet filer vha. Pascal-kommandoen$include ’filnavn’$.
Indholdetaf disse“include-filer” kansesi AppendiksB. Bemærk,at punktummetefterdesidste
end-statementser en del af programmerne.I nogle af programmerneindgår konstanten> –
betegnespi. Dennekonstanter blot indtastetmeddetantaldecimaler,somer angiveti Schaums
matematiskeformelsamling.Vi kunnealternativtudregnedennestørrelsesom >@?BADCFEHG�IKJ�LM=ON�P�Q ,
men dennemetodegiver kun det rigtige ud til 6. decimal. I programmerneindgår > kun i
forbindelsen9RC�> , så for at undg̊a eventuelmaskinfejl ved denneudregning,indtastervi 9RC�>
som en konstant– betegnetto_pi – i stedetfor > . Tilsvarendeer grundtallete blot indtastet
efterSchaumsformelsamling.Vi harsomopslagsbogtil Pascal-programmeringenhovedsageligt
anvendtRedfern [20].

A.1 Programmet unif_01.

DettePascal-programfrembringerSUTVP5W�W�W pseudo-tilfældigetal fra XYNZW�[�P�Q -fordelingen.Tallene
frembringesvha. C-funktionendrand48og gemmespå 9 filer. Øvrige kommentarerkan findes
i delafsnit 1.1.1.

program unif_01(udfil);

const
antal = 1000;

var
i: integer;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’unif_01.sim1’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif _01.sim2’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif_01.sim3’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif _01.sim4’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif_01.sim5’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif _01.sim6’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif_01.sim7’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif _01.sim8’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’unif_01.sim9’);
for i:=1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);

end.
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A.2 Programmet box_N01.

DettePascal-programfrembringeruafhængigeudfald fra ;!NZW�[�P�Q -fordelingenvha. Box–Müller
metoden. Udfaldeneudskrivespå en fil.

program box_N01(udfil);

const
m = 5000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i: integer;
a,u2: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’box_N01.res’);
for i:=1 to m do
begin

a:=sqrt(-2*ln(drand48));
u2:=drand48;
writeln(udfil,a*cos(to _pi*u2):10:6);
writeln(udfil,a*sin(to_pi*u2):10:6);

end;
end.
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A.3 Programmet box_tid.

Dette Pascal-programmåler den CPU-tid, der brugestil at frembringe P�W�\]W�W�W�\]W�W�W uafhængige
udfald fra ;^NZW�[�P�Q -fordelingenvha. Box–Müller metoden.

program box_tid(udfil);

const
m = 5000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;

var
i: integer;
a,u2,x1,x2: longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU_forbrug: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’box_tid.res’);
CPU_old:=clock;
for i:=1 to m do
begin

a:=sqrt(-2*ln(drand48));
u2:=drand48;
x1:=a*cos(to _pi*u2);
x2:=a*sin(to_pi*u2);

end;
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then

begin
CPU_forbrug:=CPU_forbrug+maxint-CPU_old+CPU_new-minint+1;

end
else CPU_forbrug:=CPU_forbrug+CPU _new-CPU_old;
write(udfil,’CPU-forbrug i sek. = ’);
writeln(udfil,CPU _forbrug/CLOCKS_PER_SEC:10:6);

end.
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A.4 Programmet polar_N01.

DettePascal-programfrembringeruafhængigeudfald fra ;^NZW�[�P�Q -fordelingenvedhjælpaf Polar
Marsagliametoden. Udfaldeneudskrivespå en fil.

program polar_N01(udfil);

const
m = 5000;

var
i: integer;
a,y,w,v1,v2: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’polar_N01.res’);
for i:=1 to m do
begin

repeat
v1:=2*drand48-1;
v2:=2*drand48-1;
w:=v1*v1+v2*v2;

until ((w<=1) and (w>0));
a:=ln(w)/w;
y:=sqrt(-a-a);
writeln(udfil,y*v1:10:6);
writeln(udfil,y*v2:10:6);

end;
end.
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A.5 Programmet kr_N01.

Dette Pascal-programfrembringer uafhængigeudfald fra ;!NZW�[�P�Q -fordelingen ved hjælp af
Kinderman–Ramagealgoritmen. Udfaldendeudskrivespå en fil.

program kr_N01(udfil);

const
m = 10000;

var
i: integer;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function kr:longreal; (* start *)

const
to_pi = 6.28318530717958647692529;
xi = 2.216035867166471;

var
u,v,w,z,t,f_t,min _vw,max_vw: longreal;
sr_to_pi,s _xi_halve: longreal;

begin
u:=drand48;
sr_to_pi:=sqrt(to_pi);
s_xi_halve:=sqr(xi)/2;
if u<0.884070402298758 then kr:=xi*(1.13113163544418*u+drand48-1) (* 1 *)
else

begin
if u>=0.973310954173898 then (* 2 *)

begin (* 3 *)
repeat

v:=drand48;
w:=drand48;
t:=s_xi_halve-ln(w);

until sqr(v)*t<=s_xi_halve;
if u<0.986655477086949 then kr:=sqrt(2*t)
else kr:=-sqrt(2*t);

end (* 3 *)
else if u>=0.958720824790463 then (* 4 *)

begin (* 5 *)
repeat

v:=drand48;
w:=drand48;
z:=v-w;
if v<=w then

begin
min_vw:=v;
max_vw:=w;

end
else

begin
min_vw:=w;
max_vw:=v;

end;
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t:=xi-0.63083480192196*min_vw;
f _t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs( t));

until ((max_vw<=0.755591531667601) or (0.034240503750111*abs(z) <=f_t));
end (* 5 *)

else if u>=0.911312780288703 then (* 6 *)
begin (* 7 *)

repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
z:=v-w;
if v<=w then

begin
min_vw:=v;
max_vw:=w;

end
else

begin
min_vw:=w;
max_vw:=v;

end;
t:=0.479727404222441+1.10547366102207*min _vw;
f_t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs (t));

until ((max_vw<=0.87283497667179) or (0.049264496373128*abs(z) <=f_t));
end (* 7 *)

else
begin (* 8 *)

repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
z:=v-w;
if v<=w then

begin
min _vw:=v;
max_vw:=w;

end
else

begin
min_vw:=w;
max_vw:=v;

end;
t:=0.479727404222441-0.59550713801594*min _vw;
f_t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs (t));

until ((max_vw<=0.805577924423817) or (0.053377549506886*abs(z) <=f_t));
end; (* 8 *)

if z<0 then kr:=t
else kr:=-t;

end;
end; (* funktion kr slut *)

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’kr_N01.res’);
for i:=1 to m do writeln(udfil,kr:10:6);

end.
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A.6 Programmet AD.

Dette Pascal-programgenererer10.000 udfald fra _.Na`.[�P�Q -fordelingen for W�b `cb P vha.
Ahrens–Dieteralgoritmen,se delafsnit 1.1.3, og udskriver udfaldenepå en fil. Programmet
anvendestil at tjekke kvalitetenaf den omtaltealgoritmevha. QQ-plot.

program AD(udfil);

const
m = 10000; (* antal udfald der skal genereres *)
alfa = 0.02; (* formparameteren i gammafordelingen *)
e = 2.718281828459045235360287; (* e=exp(1) *)

var
i: integer;
b,c,u2,x,p: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’AD.res’);
b:=(e+alfa)/e;
for i:=1 to m do
begin

repeat
p:=b*drand48;
u2:=drand48;
if p>1 then

begin
x:=-ln((b-p)/alfa);
c:=exp((alfa-1)*ln(x));

end
else

begin
x:=exp(ln(p)/alfa);
c:=exp(-x);

end;
until u2<=c;
writeln(udfil,x:10:6);

end;
end.
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A.7 Programmet EA.

Dette Pascal-programgenererer10.000udfald fra deN�P�Q -fordelingenvha. Lemma2, se delaf-
snit 1.1.3,og udskriverudfaldenepå enfil. Programmetanvendestil at tjekkekvalitetenaf disse
udfald vha. QQ-plot. Bemærk,at deN�P�Q -fordelingener en _.Na`.[�P�Q -fordeling, hvor `!?fP .

program EA(udfil);

const
m = 10000; (* antal udfald der skal genereres *)

var
i: integer;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’EA.res’);
for i:=1 to m do writeln(udfil,-ln(drand48):10:6);

end.
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A.8 Programmet CA.

Dette Pascal-programgenererer10.000udfald fra _gNZ`g[�P�Q -fordelingenfor `ihjP vha. Chengs
algoritme,sedelafsnit1.1.3,og udskriverudfaldenepå enfil. Programmetanvendestil at tjekke
kvalitetenaf den omtaltealgoritmevha. QQ-plot.

program CA(udfil);

const
m = 10000; (* antal udfald der skal genereres *)
alfa = 2; (* formparameteren i gammafordelingen *)

var
i: integer;
a,b,c,u1,x,v: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’CA.res’);
a:=1/sqrt(2*alfa-1);
b:=alfa-ln(4);
c:=alfa+1/a;
for i:=1 to m do
begin

repeat
u1:=drand48;
v:=a*ln(u1/(1-u1));
x:=alfa*exp(v);

until b+c*v-x>=ln(sqr(u1)*drand48);
writeln(udfil,x:10:6);

end;
end.
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A.9 Programmet CAMP.

Dette Pascal-programgenererer10.000udfald fra _.Na`.[�P�Q -fordelingenfor `ih:P vha. Chengs
algoritmemedpretest,sedelafsnit1.1.3,og udskriverudfaldenepå enfil. Programmetanvendes
til at tjekke kvalitetenaf den omtaltealgoritmevha. QQ-plot.

program CAMP(udfil);

label
1,2;

const
m = 10000; (* antal udfald der skal genereres *)
alfa = 2; (* formparameteren i gammafordelingen *)
theta = 4.5; (* skal blot vaere stoerre end 0 *)

var
i: integer;
a,b,c,d,u1,x,v,z,r: longreal;
: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’CAMP.res’);
a:=1/sqrt(2*alfa-1);
b:=alfa-ln(4);
c:=alfa+1/a;
d:=1+ln(theta);
for i:=1 to m do
begin

1:
u1:=drand48;
v:=a*ln(u1/(1-u1));
x:=alfa*exp(v);
z:=sqr(u1)*drand48;
r:=b+c*v-x;
if theta*z-r<=d then goto 2;
if r<ln(z) then goto 1;

2:
writeln(udfil,x:10:6);

end;
end.
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A.10 Programmet hyp_eul_05 _1000.

Dette Pascal-programsimulerervha. Euler skemaetP�W�W�W observationermed kl?:W�\nm fra den
hyperbolskediffusionsprocesmed parametreneop?jqRP , r�?fW�\sm og tvuY?fW , se afsnit 2.5. De
simuleredeobservationerudskrivespå en fil.

program hyp_eul_05_1000(udfil);

const
N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.5;
theta0 = -1;
sigma = 0.5;
xnul = 0;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i: integer;
sd,d,t_d,sd_s,Yn: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $

begin
rewrite(udfil,’hyp_eul _05_1000.sim’);
srand48(time(0));
d:=delta/N;
t_d:=theta0*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
Yn:=xnul;
writeln(udfil,Yn:15:10);
for i:=1 to nobs do
begin

Yn:=xEuler(Yn, t_d);
writeln(udfil,Yn:15:10);

end;
end.
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A.11 Programmet hyp_tay_05 _1000.

DettePascal-programsimulerervha. 1.5ordensTaylorskemaetP�W�W�W observationermed kf?wW�\sm
fra denhyperbolskediffusionsprocesmedparametreneox?yqxP , rz?iW�\sm og t{uH?BW , seafsnit 2.5.
De simuleredeobservationerudskrivespå en fil.

program hyp_tay_05 _1000(udfil);

const
N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.5;
theta0 = -1;
sigma = 0.5;
xnul = 0;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i: integer;
sd,d,t_d,sd_s,sigma_sqr,Yn: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $

begin
rewrite(udfil,’hyp_tay _05_1000.sim’);
srand48(time(0));
d:=delta/N;
t_d:=theta0*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma _sqr:=sqr(sigma);
Yn:=xnul;
writeln(udfil,Yn:15:10);
for i:=1 to nobs do
begin

Yn:=xTaylor(Yn, theta0);
writeln(udfil,Yn:15:10);

end;
end.
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A.12 Programmet praecis_best _E.

DettePascal-programanvendestil at bestemmestørrelsenaf praecisi bisektionssøgningerne,se
delafsnit 2.5.4. Vi har her anvendtEuler approksimationentil simulering af observationerne,
men programmetmodificerespå indlysendevis til simuleringaf observationernevha. den 1.5
ordensTaylor approksimation.

program praecis _best_E(udfil);

label 2;

const
m = 64; (* antal Y’er til approximation af F *)
N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
sigma = 0.5;
theta0 = -1;
xnul = 0;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektionssoegningen *)
venstre = -3; (* venstre endepunkt ved start af bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre endepunkt ved start af bisektion *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j,k: integer;
sd,d,t_d,t0_d,sigma_sqr,sd_s,sumdW,praecis: longreal;
S_E,SS_E,est_E,CPU_old_E,CPU _new_E,CPU_E: longreal;
S_r_E,SS _r_E,est_r_E,CPU_old_r_E,CPU_new_r_E,C PU_r_E: longreal;
S_T,SS_T,est_T,CPU _old_T,CPU_new_T,CPU_T: longreal;
S_r_T,SS_r_T,est_r_T,CPU_old_r_T,CPU _new_r_T,CPU_r_T: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xTaylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.incl’;$
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begin
rewrite(udfil,’praecis_best _E.res’);
srand48(time(0));
sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;
t0_d:=theta0*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
x[0]:=xnul;
praecis:=1; (* den oenskede noejagtighed ved bisektion *)
for k:=1 to 5 do
begin
for i:=1 to nt do

begin
for j:=1 to nobs do x[j]:=xEuler(x[j-1],t0_d);(* Sim. af udfaldssti *)
CPU_old_E:=clock; (* Euler start *)
est_E:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);
S_E:=S_E+est_E;
SS_E:=SS_E+sqr(est _E);
CPU_new_E:=clock;
if CPU_new_E<CPU_old_E then

begin
CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;

end
else CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E;(* Euler slut *)
CPU_old_r_E:=clock; (* red. Euler start *)
est_r_E:=rodbisek _r_E(venstre,hoejre,praecis);
S_r_E:=S _r_E+est_r_E;
SS_r_E:=SS_r_E+sqr(est _r_E);
CPU_new_r_E:=clock;
if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then

begin
CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E+maxint-minint+1 ;

end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E;(* red. Euler slut *)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor start *)
est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis);
S_T:=S_T+est_T;
SS_T:=SS_T+sqr(est _T);
CPU_new_T:=clock;
if CPU_new_T<CPU_old_T then

begin
CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;

end
else CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T;(* Taylor slut *)
CPU_old_r _T:=clock;(* red. Taylor start *)
est_r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis);
S_r_T:=S_r_T+est_r_T;
SS_r _T:=SS_r_T+sqr(est_r_T);
CPU_new_r_T:=clock;
if CPU_new_r_T<CPU_old_r_T then

begin
CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r_T+maxint-minint+1;

end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r_T;(* red. Taylor slut *)

end;
write(udfil,’observationer er simuleret vha. Euler.’);
write(udfil,’ praecis =’);
writeln(udfil,praecis:6:4);
write(udfil,’delta =’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =’);
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write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ m =’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ N =’);
writeln(udfil,N:4);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’metode ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’mean ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’ se ’);
writeln(udfil,’CPU-forbrug i sek.’);
write(udfil,’Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_E-nt*sqr(S_E/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_E-nt*sqr(S _r_E/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
write(udfil,’Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S _T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_T-nt*sqr(S_T/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Taylor’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
praecis:=praecis/10;
S_E:=0;
SS_E:=0;
CPU_E:=0;
S_r_E:=0;
SS_r_E:=0;
CPU_r_E:=0;
S_T:=0;
SS_T:=0;
CPU_T:=0;
S_r_T:=0;
SS_r_T:=0;
CPU_r_T:=0;

end;
2:

end.
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A.13 Programmet F_mean.

DettePascal-programbrugesi forbindelsemeddenhyperbolskediffusionsproces,seafsnit 2.5,
til at vurderebetydningenaf konstanten| , sedelafsnit2.5.4,somindgår i approksimationerne
til den betingedemiddelværdi } , se afsnit 2.4. Observationerneer simuleret vha. Euler
approksimationenog indlæsesfra filen hyp_eul_025_1000.sim, der er frembragtaf et program
svarendetil AppendiksA afsnit A.10. Programmet,hvor observationerneer simuleretvha. den
1.5ordensTaylor approksimation,fremkommervedat ændreindfil navnettil hyp_tay_025_1000,
som er frembragtaf et programsvarendetil AppendiksA afsnit A.11.

program F_mean(indfil,udfil);

const
N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
theta = -1;
sigma = 0.5;
nt = 500; (* antal F[j] estimater *)
CLOCKS_PER_SEC = 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j,k,m: integer;
sd,d,t_d,r,sigma _sqr,sd_s,sumdW: longreal;
CPU_old _E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
CPU_old_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal;
CPU_old_T,CPU_new_T,CPU_T: longreal;
CPU_old_r_T,CPU_new_r _T,CPU_r_T: longreal;
SS_E_s,SS _r_E_s,SS_T_s,SS_r_T_s,led: longreal;
SS_E_ss,SS_r_E_ss,SS_T _ss,SS_r_T_ss: longreal;
F,S_E,SS _E: array[1..nobs] of longreal;
S_r_E,SS_r_E: array[1..nobs] of longreal;
S_T,SS_T: array[1..nobs] of longreal;
S_r _T,SS_r_T: array[1..nobs] of longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/xTaylor.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xTaylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor.incl’;$

begin
reset(indfil,’/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp _eul_025_1000.sim’);
rewrite(udfil,’F_mean.res’);
srand48(time(0));
sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
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d:=delta/N;
t_d:=theta*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma _sqr:=sqr(sigma);
for i:=0 to nobs do
begin

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end;
writeln(udfil,’Observationerne er simuleret med Euler.’);
write(udfil,’delta =’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =’);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ theta =’);
write(udfil,theta:4);
write(udfil,’ N =’);
writeln(udfil,N:4);
m:=2;
for k:=1 to 6 do
begin

for j:=1 to nobs do
begin

S_E[j]:=0;
SS_E[j]:=0;
S_r_E[j]:=0;
SS_r_E[j]:=0;
S_T[j]:=0;
SS_T[j]:=0;
S_r_T[j]:=0;
SS_r _T[j]:=0;

end;
SS_E_s:=0;
SS_r_E_s:=0;
SS_T_s:=0;
SS_r_T_s:=0;
SS_E_ss:=0;
SS_r_E_ss:=0;
SS_T_ss:=0;
SS_r_T_ss:=0;
CPU_E:=0;
CPU_r_E:=0;
CPU_T:=0;
CPU_r_T:=0;
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’m’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’metode ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’mean af se’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’ spredning ’);
writeln(udfil,’CPU-forbrug i sek.’);
for i:=1 to nt do
begin

CPU_old_E:=clock;(* Euler start*)
fx_Euler;
for j:=1 to nobs do
begin

S_E[j]:=S _E[j]+F[j];
SS_E[j]:=SS_E[j]+sqr(F[j]);
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end;
CPU_new_E:=clock;
if CPU_new_E<CPU_old_E then
begin

CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E;(* Euler slut*)
CPU_old _r_E:=clock;(* red. Euler start*)
fx_red_Euler;
for j:=1 to nobs do
begin

S_r_E[j]:=S_r_E[j]+F[j];
SS_r_E[j]:=SS_r_E[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_r_E:=clock;
if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then
begin

CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E;(* red. Euler slut*)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor start*)
fx_Taylor;
for j:=1 to nobs do
begin

S_T[j]:=S_T[j]+F[j];
SS_T[j]:=SS_T[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_T:=clock;
if CPU_new_T<CPU_old_T then
begin

CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T;(* Taylor slut*)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start*)
fx_red_Taylor;
for j:=1 to nobs do
begin

S_r_T[j]:=S_r_T[j]+F[j];
SS_r_T[j]:=SS _r_T[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_r_T:=clock;
if CPU_new_r_T<CPU_old_r_T then
begin

CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T;(* red. Taylor slut*)

end;
for j:=1 to nobs do
begin

led:=sqrt((SS _E[j]-nt*sqr(S_E[j]/nt))/(nt-1));
SS_E_s:=SS_E_s+led;
SS_E_ss:=SS_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_E[j]-nt*sqr(S_r_E[j]/nt))/(nt-1));
SS_r_E_s:=SS_r_E_s+led;
SS_r_E_ss:=SS_r_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _T[j]-nt*sqr(S_T[j]/nt))/(nt-1));
SS_T_s:=SS_T_s+led;
SS_T_ss:=SS_T_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_T[j]-nt*sqr(S_r_T[j]/nt))/(nt-1));
SS_r_T_s:=SS_r_T_s+led;
SS_r_T_ss:=SS_r_T_ss+sqr(led);

end;
write(udfil,m:4);
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write(udfil,’ ’);
write(udfil,’Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _E_ss-nobs*sqr(SS_E_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’red. Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_r_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _r_E_ss-nobs*sqr(SS_r_E_s/nobs))/(nobs-1)):1 0:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _r_E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _T_ss-nobs*sqr(SS_T_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’red. Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_r_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _r_T_ss-nobs*sqr(SS_r_T_s/nobs))/(nobs-1)):1 0:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _r_T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
m:=m*2;

end;
end.
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A.14 Programmet F_mean_ny.

Det Pascal-programer næstenidentisk med programmetovenfor,seAppendiksA afsnit A.13,
men retter den fejl, som beg̊aesi programmetF_mean. Dennefejl er omtalt i delafsnit2.4.1,
og vi vil ikke kommemed yderligerekommentarerher.

program F_mean_ny(indfil,udfil);

const
N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
theta = -1;
sigma = 0.5;
nt = 500; (* antal F[j] estimater *)
CLOCKS_PER_SEC = 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j,k,m: integer;
sd,d,t_d,r,sigma _sqr,sd_s,sumdW,sumdW2: longreal;
CPU_old_E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
CPU_old_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal;
CPU_old_T,CPU_new_T,CPU _T: longreal;
CPU_old_r_T,CPU _new_r_T,CPU_r_T: longreal;
SS_E_s,SS_r_E_s,SS_T_s,SS_r_T_s,led: longreal;
SS_E_ss,SS_r_E_ss,SS _T_ss,SS_r_T_ss: longreal;
F,S _E,SS_E: array[1..nobs] of longreal;
S_r_E,SS_r_E: array[1..nobs] of longreal;
S_T,SS _T: array[1..nobs] of longreal;
S_r_T,SS_r_T: array[1..nobs] of longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler_ny.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler_ny.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/xTaylor.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xTaylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xTaylor_ny.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor_ny.incl’;$

begin
reset(indfil,’/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp_eul _025_1000.sim’);
rewrite(udfil,’F_mean_ny.res’);
srand48(time(0));
sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
sumdW2:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;
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t_d:=theta*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
for i:=0 to nobs do
begin

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end;
writeln(udfil,’Observationerne er simuleret med Euler.’);
write(udfil,’delta =’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =’);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ theta =’);
write(udfil,theta:4);
write(udfil,’ N =’);
writeln(udfil,N:4);
m:=2;
for k:=1 to 6 do
begin

for j:=1 to nobs do
begin

S_E[j]:=0;
SS_E[j]:=0;
S_r_E[j]:=0;
SS_r_E[j]:=0;
S_T[j]:=0;
SS_T[j]:=0;
S_r_T[j]:=0;
SS_r_T[j]:=0;

end;
SS_E_s:=0;
SS_r_E_s:=0;
SS_T_s:=0;
SS_r_T_s:=0;
SS_E_ss:=0;
SS_r_E_ss:=0;
SS_T_ss:=0;
SS_r_T_ss:=0;
CPU_E:=0;
CPU_r_E:=0;
CPU_T:=0;
CPU_r_T:=0;
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’m’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’metode ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’mean af se’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’ spredning ’);
writeln(udfil,’CPU-forbrug i sek.’);
for i:=1 to nt do
begin

CPU_old_E:=clock;(* Euler start*)
fx_Euler;
for j:=1 to nobs do
begin

S_E[j]:=S _E[j]+F[j];
SS_E[j]:=SS_E[j]+sqr(F[j]);

end;
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CPU_new_E:=clock;
if CPU_new_E<CPU_old_E then
begin

CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E;(* Euler slut*)
CPU_old_r_E:=clock;(* red. Euler start*)
fx_red_Euler_ny;
for j:=1 to nobs do
begin

S_r_E[j]:=S_r_E[j]+F[j];
SS_r_E[j]:=SS _r_E[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_r_E:=clock;
if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then
begin

CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU _old_r_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU _old_r_E;(* red. Euler slut*)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor start*)
fx_Taylor;
for j:=1 to nobs do
begin

S_T[j]:=S_T[j]+F[j];
SS_T[j]:=SS_T[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_T:=clock;
if CPU_new_T<CPU_old_T then
begin

CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T;(* Taylor slut*)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start*)
fx_red_Taylor_ny;
for j:=1 to nobs do
begin

S_r_T[j]:=S_r_T[j]+F[j];
SS_r_T[j]:=SS _r_T[j]+sqr(F[j]);

end;
CPU_new_r_T:=clock;
if CPU_new_r_T<CPU_old_r_T then
begin

CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T;(* red. Taylor slut*)

end;
for j:=1 to nobs do
begin

led:=sqrt((SS _E[j]-nt*sqr(S_E[j]/nt))/(nt-1));
SS_E_s:=SS_E_s+led;
SS_E_ss:=SS_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_E[j]-nt*sqr(S_r_E[j]/nt))/(nt-1));
SS_r_E_s:=SS_r_E_s+led;
SS_r_E_ss:=SS_r_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _T[j]-nt*sqr(S_T[j]/nt))/(nt-1));
SS_T_s:=SS_T_s+led;
SS_T_ss:=SS_T_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_T[j]-nt*sqr(S_r_T[j]/nt))/(nt-1));
SS_r_T_s:=SS_r_T_s+led;
SS_r_T_ss:=SS_r_T_ss+sqr(led);

end;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
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write(udfil,’Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _E_ss-nobs*sqr(SS_E_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’red. Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_r_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _r_E_ss-nobs*sqr(SS_r_E_s/nobs))/(nobs-1)):1 0:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _r_E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _T_ss-nobs*sqr(SS_T_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’red. Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,SS_r_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS _r_T_ss-nobs*sqr(SS_r_T_s/nobs))/(nobs-1)):1 0:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _r_T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ’);
m:=m*2;

end;
end.
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A.15 Programmet euler_025_1000.

DettePascal-programbrugesi forbindelsemeddenhyperbolskediffusionsproces,seafsnit 2.5,
til at vurdere betydningenaf konstanten ~ , se delafsnit 2.5.4, som bestemmerantallet af
delintervalleri Taylor approksimationerne,sedelafsnit2.5.3. Observationerneindlæsesfra filen
hyp_tay_025_1000.sim, der er frembragtaf et programsvarendetil AppendiksA afsnit A.11. I
det visteprogramanvendesEulerapproksimationentil bestemmelseaf approksimationentil den
betingedemiddelværdi } , se afsnit 2.4, men programmetmodificereslet til den version,hvor
den1.5 ordensTaylor approksimationanvendes.I det vist programer endviderekj����\s��m og� ��������� , men programmet,hvor kc�l� og � ������� , fremkommerved dels at ændredisse
konstanterog dels ændrenavnenepå input- og output-filerne.

program euler_025_1000(indfil,udfil);

label 2;

const
m = 64; (* antal Y’er til approximation af F *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
sigma = 0.5;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j,N: integer;
sd,d,t _d,r,sigma_sqr,sd_s,S,SS,est: longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl’;$

begin
reset(indfil,’/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp _tay_025_1000.sim’);
rewrite(udfil,’euler _025_1000.res’);
writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.’);
write(udfil,’delta = ’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. = ’);
write(udfil,nobs:4);
write(udfil,’ m = ’);
writeln(udfil,m:3);
write(udfil,’praecis = ’);
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write(udfil,praecis:6:5);
write(udfil,’ venstre = ’);
write(udfil,venstre:3);
write(udfil,’ hoejre = ’);
writeln(udfil,hoejre:3);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’ N ’);
write(udfil,’ mean ’);
write(udfil,’ se ’);
writeln(udfil,’ CPU-forbrug i sek.’);
srand48(time(0));
for i:=0 to nobs do
begin

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
N:=2;
for j:=1 to 6 do
begin

CPU:=0;
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
for i:=1 to nt do
begin

CPU_old:=clock;
est:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);
S:=S+est;
SS:=SS+sqr(est);
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then
begin

CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;

end;
write(udfil,N:3);
write(udfil,S/nt:10:6);
write(udfil,sqrt((SS-nt*sqr(S/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU/CLOCKS _PER_SEC:10:6);
N:=N*2;
S:=0;
SS:=0;

end;
2:
end.
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A.16 Programmet red_euler_025 _1000.

DettePascal-programer næstenidentiskmedovenst̊aendeprogram,seAppendiksA afsnitA.15,
men her anvendesden variansreduceredeudgaveaf Euler approksimationentil bestemmelse
af approksimationentil den betingedemiddelværdi } . Igen modificeresprogrammetlet til
denversion,hvor denvariansreducerede1.5 ordensTaylor approksimationanvendes,og til de
versionerhvor k��j� og � ������� i stedetfor k��f��\n��m og � �j������� .

program red_euler_025_1000(indfil,udfil);

label 2;

const
m = 64; (* antal Y’er til approximation af F *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
sigma = 0.5;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j,N: integer;
sd,d,t _d,r,sigma_sqr,S,SS,est: longreal;
sumdW,CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl’;$

begin
reset(indfil,’/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp _tay_025_1000.sim’);
rewrite(udfil,’red _euler_025_1000.res’);
writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. ordens 1.5 Taylor.’);
write(udfil,’delta = ’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. = ’);
write(udfil,nobs:4);
write(udfil,’ m = ’);
writeln(udfil,m:3);
write(udfil,’praecis = ’);
write(udfil,praecis:6:5);
write(udfil,’ venstre = ’);
write(udfil,venstre:3);
write(udfil,’ hoejre = ’);
writeln(udfil,hoejre:3);
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writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’ N ’);
write(udfil,’ mean ’);
write(udfil,’ se ’);
writeln(udfil,’ CPU-forbrug i sek.’);
srand48(time(0));
for i:=0 to nobs do
begin

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end;
sumdW:=0;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
N:=2;
for j:=1 to 6 do
begin

CPU:=0;
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for i:=1 to nt do
begin

CPU_old:=clock;
est:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis);
S:=S+est;
SS:=SS+sqr(est);
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then
begin

CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;

end;
write(udfil,N:3);
write(udfil,S/nt:10:6);
write(udfil,sqrt((SS-nt*sqr(S/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU/CLOCKS _PER_SEC:10:6);
N:=N*2;
S:=0;
SS:=0;

end;
2:
end.
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A.17 Programmet hyp_1_200.

Dette Pascal-programestimererfor hver af de fire approksimationsmetoder,se afsnit 2.5, 100o -værdier,beregnerden empiriskemiddelværdi og varians,og bestemmerCPU-forbrugetved
de enkelteapproksimationsmetoder.I det viste programhar vi sat ~��f| ����� , � �f����� ogk:�f� , menprogrammetændreslet til kørselmedandreværdieraf disseparametre.

program hyp_1_200(udfil);

label 2;

const
M = 26; (* antal Y’er til approximation af F *)
N = 26; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 200; (* antal observationer *)
delta = 1;
sigma = 0.5;
theta0 = -1;
xnul = 0;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;
to _pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j: integer;
sd,d,t _d,sigma_sqr,sd_s,sumdW: longreal;
S_E,SS_E,est_E,CPU_old_E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
S_r_E,SS_r_E,est_r_E,CPU _old_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal;
S_T,SS_T,est_T,CPU_old_T,CPU _new_T,CPU_T: longreal;
S_r_T,SS _r_T,est_r_T,CPU_old_r_T,CPU_new_r_T,C PU_r_T: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xTaylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.incl’;$

109



begin
rewrite(udfil,’hyp_1_200.res’);
srand48(time(0));
sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
x[0]:=xnul;
for i:=1 to nt do
begin

t_d:=theta0*d;
for j:=1 to nobs do x[j]:=xTaylor(x[j-1],theta0);(* Sim. af udfaldssti *)
CPU_old_E:=clock;(* Euler start *)
est_E:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);
S_E:=S_E+est_E;
SS_E:=SS_E+sqr(est_E);
CPU_new_E:=clock;
if CPU_new_E<CPU_old_E then
begin

CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E;(* Euler slut *)
CPU_old_r_E:=clock;(* red. Euler start *)
est _r_E:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis);
S_r_E:=S_r_E+est_r_E;
SS_r _E:=SS_r_E+sqr(est_r_E);
CPU_new_r_E:=clock;
if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then
begin

CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old _r_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old _r_E;(* red. Euler slut *)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor start *)
est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis);
S_T:=S_T+est_T;
SS_T:=SS_T+sqr(est_T);
CPU_new_T:=clock;
if CPU_new_T<CPU_old_T then
begin

CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T;(* Taylor slut *)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start *)
est _r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis);
S_r_T:=S_r_T+est_r_T;
SS_r _T:=SS_r_T+sqr(est_r_T);
CPU_new_r_T:=clock;
if CPU_new_r_T<CPU_old_r_T then
begin

CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r_T;(* red. Taylor slut *)

end;
writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.’);
write(udfil,’delta =’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =’);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ M =’);
write(udfil,M:4);
write(udfil,’ N =’);
writeln(udfil,N:4);
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writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’metode ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’mean ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’ se ’);
writeln(udfil,’CPU-forbrug i sek.’);
write(udfil,’Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S _E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_E-nt*sqr(S_E/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_E-nt*sqr(S _r_E/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
write(udfil,’Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S _T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_T-nt*sqr(S_T/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Taylor’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
2:

end.
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A.18 Programmet qq_hyp_025 _200.

Dette Pascal-programestimererfor hver af de fire approksimationsmetoder,se afsnit 2.5, 100o -værdier,udskriverdempå en fil og finder denempiriskemiddelværdiog varians. I det viste
programhar vi sat � ������� , men programmetændrespå indlysendevis til at klare � ��m����
og � ��������� . Output-filen anvendesvha. S-PLUS-programmeti AppendiksC afsnit C.5 til at
tegnedet QQ-plot, som er vist i figur 13.

program qq_hyp_025_200(udfil);

label 2;

const
M = 26; (* antal Y’er til approximation af F *)
N = 26; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 200; (* antal observationer *)
delta = 0.25;
sigma = 0.5;
theta0 = -1;
xnul = 0;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;
to _pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j: integer;
sd,d,t_d,sigma _sqr,sd_s,sumdW: longreal;
S_E,SS_E,est_E,CPU_old_E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
S_r_E,SS_r_E,est_r_E,CPU _old_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal;
S_T,SS_T,est_T,CPU_old_T,CPU _new_T,CPU_T: longreal;
S_r_T,SS _r_T,est_r_T,CPU_old_r_T,CPU_new_r_T,C PU_r_T: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/red _xTaylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.incl’;$
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begin
rewrite(udfil,’qq_hyp_025 _200.res’);
srand48(time(0));
sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma _sqr:=sqr(sigma);
x[0]:=xnul;
for i:=1 to nt do
begin

t_d:=theta0*d;
for j:=1 to nobs do x[j]:=xTaylor(x[j-1],theta0); (* Sim. af udfaldssti *)
est_E:=rodbisek _E(venstre,hoejre,praecis); (* Euler start *)
S_E:=S_E+est_E;
SS_E:=SS_E+sqr(est_E);
write(udfil,est _E:15:10);
write(udfil,’ ’); (* Euler slut *)
est_r _E:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis); (* red. Euler start *)
S_r_E:=S_r_E+est_r_E;
SS_r_E:=SS _r_E+sqr(est_r_E);
write(udfil,est_r _E:15:10);
write(udfil,’ ’); (* red. Euler slut *)
est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis); (* Taylor start *)
S_T:=S _T+est_T;
SS_T:=SS_T+sqr(est_T);
write(udfil,est_T:15:10);
write(udfil,’ ’); (* Taylor slut *)
est_r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis); (* red. Taylor start *)
S_r_T:=S_r_T+est_r_T;
SS_r_T:=SS_r_T+sqr(est_r_T);
writeln(udfil,est _r_T:15:10); (* red. Taylor slut *)

end;
writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.’);
write(udfil,’delta =’);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =’);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ M =’);
write(udfil,M:4);
write(udfil,’ N =’);
writeln(udfil,N:4);
writeln(udfil,’ ’);
write(udfil,’metode ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’mean ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,’ se ’);
writeln(udfil,’CPU-forbrug i sek.’);
write(udfil,’Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_E-nt*sqr(S_E/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Euler ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_E-nt*sqr(S _r_E/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
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write(udfil,’Taylor ’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_T-nt*sqr(S_T/nt))/(nt-1)):10:6) ;
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Taylor’);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ ’);
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
2:

end.
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A.19 Programmet powell.

DettePascal-programgiver en minimeringsprocedure.Den funktion, somskal minimeres,skal
skrivesi functionfct delen,og før programmetkankøres,skal hovedprogramdelenmedkald til
powell procedurenudfyldes. I AppendiksC afsnit A.20 er givet et eksempelpå, hvordandisse
dele af et færdigt programskal udfyldes.

program powell(udfil);

const
np = 3; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;

begin (* fnc *)
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)
end; (* fnc *)

function f1dim(x:longreal):longreal;

var
j: integer;
xt: ˆRealArrayNP;

begin (* f1dim *)
new(xt);
for j:=1 to LinminNcom do xtˆ[j]:=LinminPcom[j]+x*LinminXicom[j];
f1dim:=fnc(xtˆ);
dispose(xt);

end; (* f1dim *)

function func(x:longreal):longreal; (* kaldes af mnbrak og brent *)

begin (* func *)
func:=f1dim(x);

end; (* func *)

procedure mnbrak(var ax,bx,cx,fa,fb,fc:longreal);

label 99;

const
gold = 1.618034;
glimit = 100.0;
tiny = 1.0e-20;

var
ulim,u,r,q,fu,dum: longreal;
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begin (* mnbrak *)
fa:=func(ax);
fb:=func(bx);
if fb>fa then

begin
dum:=ax;
ax:=bx;
bx:=dum;
dum:=fb;
fb:=fa;
fa:=dum;

end;
cx:=bx+gold*(bx-ax);
fc:=func(cx);
while fb>=fc do
begin (* vi returnerer hertil indtil minimum er indkredset *)

r:=(bx-ax)*(fb-fc);
q:=(bx-cx)*(fb-fa);
if abs(q-r) >tiny then dum:=abs(q-r) else dum:=tiny;
if q-r<0.0 then dum:=-dum;
u:=bx-((bx-cx)*q-(bx-ax)*r)/(2.0*dum);
ulim:=bx+glimit*(cx-bx);
if (bx-u)*(u-cx) >0.0 then

begin
fu:=func(u);
if fu<fc then

begin
ax:=bx;
fa:=fb;
bx:=u;
fb:=fu;
goto 99; (* exit *)

end
else if fu>fb then

begin
cx:=u;
fc:=fu;
goto 99; (* exit *)

end;
u:=cx+gold*(cx-bx);
fu:=func(u);

end
else if (cx-u)*(u-ulim)>0.0 then

begin
fu:=func(u);
if fu<fc then

begin
bx:=cx;
cx:=u;
u:=cx+gold*(cx-bx);
fb:=fc;
fc:=fu;
fu:=func(u);

end;
end

else if (u-ulim)*(ulim-cx) >=0.0 then
begin

u:=ulim;
fu:=func(u);

end
else

begin
u:=cx+gold*(cx-bx);
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fu:=func(u);
end;

ax:=bx;
bx:=cx;
cx:=u;
fa:=fb;
fb:=fc;
fc:=fu;

end; (* while *)
99:

end; (* mnbrak *)

function brent(ax,bx,cx,tol:longreal; var xmin:longreal):longreal;

label 99;

const
itmax = 100; (* maksimale antal iterationer i brent *)
cgold = 0.3819660;
zeps = 1.0e-10;

var
a,b,d,e,etemp: longreal;
fu,fv,fw,fx: longreal;
iter: integer;
p,q,r,tol1,tol2: longreal;
u,v,w,x,xm: longreal;

function sign(a,b:longreal):longreal;

begin (* sign *)
if b>=0.0 then sign:=abs(a) else sign:=-abs(a);

end; (* sign *)

begin (* brent *)
if ax<cx then a:=ax else a:=cx;
if ax>cx then b:=ax else b:=cx;
v:=bx;
w:=v;
x:=v;
e:=0.0;
fx:=func(x);
fv:=fx;
fw:=fx;
for iter:=1 to itmax do
begin (* hovedprogram-loop *)

xm:=0.5*(a+b);
tol1:=tol*abs(x)+zeps;
tol2:=2.0*tol1;
if abs(x-xm)<=tol2-0.5*(b-a) then goto 99; (* exit *)
if abs(e)>tol1 then

begin
r:=(x-w)*(fx-fv);
q:=(x-v)*(fx-fw);
p:=(x-v)*q-(x-w)*r;
q:=2.0*(q-r);
if q>0.0 then p:=-p;
q:=abs(q);
etemp:=e;
e:=d;
if (abs(p) >=abs(0.5*q*etemp)) or (p<=q*(a-x)) or (p>=q*(b-x)) then

begin
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if x>=xm then e:=a-x else e:=b-x;
d:=cgold*e;

end
else

begin
d:=p/q;
u:=x+d;
if (u-a<tol2) or (b-u<tol2) then d:=sign(tol1,xm-x);

end;
end

else
begin

if x>=xm then e:=a-x else e:=b-x;
d:=cgold*e;

end;
if abs(d)>=tol1 then u:=x+d else u:=x+sign(tol1,d);
fu:=func(u);
if fu<=fx then

begin
if u>=x then a:=x else b:=x;
v:=w;
fv:=fw;
w:=x;
fw:=fx;
x:=u;
fx:=fu;

end
else

begin
if u<x then a:=u else b:=u;
if (fu <=fw) or (w=x) then

begin
v:=w;
fv:=fw;
w:=u;
fw:=fu;

end
else if (fu<=fv) or (v=x) or (v=w) then

begin
v:=u;
fv:=fu;

end;
end;

end; (* hovedprogram-loop - start en ny iteration *)
writeln(udfil,’For mange iterationer i funktionen brent’);
99:

xmin:=x;
brent:=fx;

end; (* brent *)

procedure linmin(var p,xi:RealArrayNP; n:integer; var fret: longreal);

const
tol = 1.0e-4; (* bruges i kald af funktionen brent *)

var
j: integer;
xx,xmin,fx,fb,fa,bx,ax: longreal;

begin (* linmin *)
LinminNcom:=n;
for j:=1 to n do
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begin
LinminPcom[j]:=p[j];
LinminXicom[j]:=xi[j];

end;
ax:=0.0;
xx:=1.0;
mnbrak(ax,xx,bx,fa,fx,fb);
fret:=brent(ax,xx,bx,tol,xmin);
for j:=1 to n do
begin

xi[j]:=xmin*xi[j];
p[j]:=p[j]+xi[j];

end;
end; (* linmin *)

procedure powell(var p:RealArrayNP; var xi:RealArrayNPbyNP; n:integer;
ftol:longreal; var iter:integer; var fret:longreal);

label 99;

const
itmax = 200; (* maksimale antal iterationer i powell *)

var
j,ibig,i: integer;
t,fptt,fp,del: longreal;
pt,ptt,xit: ˆRealArrayNP;

begin
new(pt);
new(ptt);
new(xit);
fret:=fnc(p);
for j:=1 to n do ptˆ[j]:=p[j];
iter:=0;
while true do
begin

iter:=iter+1;
fp:=fret;
ibig:=0;
del:=0.0;
for i:=1 to n do
begin

for j:=1 to n do xitˆ[j]:=xi[j,i];
fptt:=fret;
linmin(p,xitˆ,n,fret);
if abs(fptt-fret) >del then

begin
del:=abs(fptt-fret);
ibig:=i;

end;
end;
if 2.0*abs(fp-fret)<=ftol*(abs(fp)+abs(fret)) then goto 99; (* exit *)
if iter=itmax then

begin
writeln(udfil,’For mange iterationer i powell proceduren, ’);
write(udfil,’dvs. mere end itmax = ’);
write(udfil,itmax);
writeln(udfil,’ iterationer.’);

end;
for j:=1 to n do
begin
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pttˆ[j]:=2.0*p[j]-ptˆ[j];
xitˆ[j]:=p[j]-ptˆ[j];
ptˆ[j]:=p[j];

end;
fptt:=fnc(pttˆ);
if fptt <fp then

begin
t:=2.0*(fp-2.0*fret+fptt)*sqr(fp-fret-del)-del*sqr(fp-fptt);
if t<0.0 then

begin
linmin(p,xitˆ,n,fret);
for j:=1 to n do xi[j,ibig]:=xitˆ[j];

end;
end;

end; (* whil - start en ny iteration *)
99:

dispose(xit);
dispose(ptt);
dispose(pt);

end;

begin
(* her skal hovedprogrammet staa *)

end.
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A.20 Programmet tjek.

Dette Pascal-programsimulerer 10000 observationerfra ~!�a����mM� -fordelingen og finder vha.
Powell’s metode,se afsnit 3.3, estimaterfor middelværdiog varians. Endviderefindes den
empiriskemiddelværdiog varians.Vi medtagerkun delinier, somer forskelligefra programmet
i AppendiksA afsnit A.19, og de manglendelinier er markeretmed tre prikker. Resultatetaf
at køre programmetkan sesi delafsnit 3.3.1.

program tjek(indfil,udfil);

const
np = 2; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
ftol = 0.001;
nobs = 10000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
to_pi = 6.28318530717958647692529;
mu = 5; (* middelvaerdien i normalfordelingen *)
sigma_sqr = 2; (* variansen i normalfordelingen *)

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
x: array [1..nobs] of longreal;
xi: RealArrayNPbyNP;
i,iter: integer;
U,sum_x,SSD,a,fret,f_to _pi,sigma: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* f_to_pi = nobs*ln(to_pi)/2 *)

var
i: integer;
sum: longreal;

begin (* fnc *)
sum:=0;
for i:=1 to nobs do sum:=sum+sqr(x[i]-p[1]);
fnc:=f _to_pi+nobs*p[2]/2+sum/(2*exp(p[2]));

end; (* fnc *)���
begin (* proeve *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’tjek.res’);
sigma:=sqrt(sigma_sqr);
f_to_pi:=nobs*ln(to _pi)/2;
for i:=1 to round(nobs/2) do
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begin
a:=sigma*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=drand48;
x[2*i-1]:=mu+a*cos(to_pi*U);
x[2*i]:=mu+a*sin(to _pi*U);

end;
p[1]:=50;
p[2]:=ln(0.1);
xi[1,1]:=1;
xi[2,2]:=1;
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
write(udfil,’p_hat = (’);
write(udfil,p[1]:10:6);
write(udfil,’,’);
write(udfil,exp(p[2]):10:6);
writeln(udfil,’)’);
write(udfil,’Funktionsvaerdi =’);
writeln(udfil,-fret:10:6);
write(udfil,’fundet efter ’);
write(udfil,iter:4);
writeln(udfil,’ iterationer’);
sum_x:=0;
SSD:=0;
for i:=1 to nobs do sum_x:=sum_x+x[i];
for i:=1 to nobs do SSD:=SSD+sqr(x[i]-sum _x/nobs);
write(udfil,’Estimat for mu = ’);
writeln(udfil,sum _x/nobs:10:6);
write(udfil,’Estimat for sigma_sqr = ’);
writeln(udfil,SSD/nobs:10:6);

end.
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A.21 Programmet ex2_asger.

Dette Pascal-programanvendestil at simulere de observationer,som benyttesi afsnit 3.4.
Programmetsimulerer1000 observationervha. Milsteins approksimation,se delafsnit 2.3.3,
for diffusionsprocessengivet ved denstokastiskedifferentialligningi formel (29) med ox��m .

program ex2_asger(udfil);

const
d = 0.0001;
N = 1000;
nobs = 1000;
theta = 5;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
i,j : integer;
sd : longreal;
a,b,c,Zt,Zt2,enaddZt2,dW,U : longreal;
udfil : text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite (udfil,’ex2_asger.res’);
sd:=SQRT(d);
Zt:=0;
writeln(udfil,Zt:15:10);
for i:=1 to nobs do
begin

for j:=1 to round(N/2) do
begin (* Milsteins approksimation *)

c:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=- theta*Zt*d + theta*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(sqr(theta)*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
dW:=c*sin(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=- theta*Zt*d + theta*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(sqr(theta)*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;

end; (* Milsteins approksimation *)
writeln(udfil,Zt:15:10);

end;
end.
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A.22 Programmet loglike_ex2_N1.

Dette Pascal-programudregnerfor eksempleti afsnit 3.4 værdienaf den approksimativelog-
likelihoodfunktion �#�������Zo�� for oY������� � ��\#� , �p�w������� ����� ��m�� , og udskriverresultatetpå en fil.
Observationssættetindlæsesfra den fil, som frembringesaf Pascal-programmeti AppendiksA
afsnit A.21. Resultatetaf at køreprogrammetkan sesi figur 15 og 16 samti tabel20.

program loglike _ex2_N1(indfil,udfil);

const
delta = 0.1; (* afstanden mellem observationerne *)
nobs = 1000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
h,i,j : integer;
a,b,c,r,sx,sum,logn,theta : longreal;
x : array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil : text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
reset(indfil,’ex2 _asger.res’);
rewrite(udfil,’loglike_ex2_N1.res’);
for i:=0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationerne *)

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationerne *)
for h:=0 to 50 do
begin

logn:=0;
theta:=3+h*delta;
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for j:=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)

sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sx));
logn:=logn-sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b-ln(b);

end; (* beregning af den approksimerede log-likehoodfunktionen *)
write(udfil,theta:5:3);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,(logn-nobs*ln(a*to_pi))/2:15:10);

end;
end.
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A.23 Programmet min_N1_mean.

Dette Pascal-programfinder for fastholdt observationssæt100 estimater for o i eksemplet
fra afsnit 3.4 vha. Powell’s metodeanvendtpå den approksimativelog-likelihoodfunktion�¡�M���5�ZoM� . Derefter bestemmesden empiriskemiddelværdiog spredningfor henholdsvis o og
den approksimativelog-likelihoodfunktionsværdi i estimaterne,kaldet fret i programmet. Vi
medtagerkun de linier som er forskellige fra programmeti AppendiksA afsnit A.19, og de
manglendelinier er markeretmed tre prikker. Observationssættetindlæsesfra den fil, som
frembringesaf Pascal-programmeti AppendiksA afsnit A.21. Resultatetaf at køreprogrammet
kan sesi tabel 21, se delafsnit 3.4.2.

program min _mean_N1(indfil,udfil);

const
np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
ftol = 0.001;
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
nt = 100; (* antal theta estimater *)
CLOCKS_PER_SEC = 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi: RealArrayNPbyNP;
i,iter: integer;
fret,r: longreal;
x: array [0..nobs] of longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;
est,S_est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
indfil,udfil: text;

function clock:integer;external;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

const
delta=0.1;
to_pi=6.28318530717958647692529;

var
j: integer;
a,b,c,logn,sx,theta: longreal;

begin (* fnc *)
logn:=0;
theta:=exp(p[1]);
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for j:=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)

sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sx));
logn:=logn+sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b+ln(b);

end; (* beregning af loglikehood funktionen *)

125



fnc:=(logn+nobs*ln(a*to_pi))/2;
end; (* fnc *)���
begin (* minprog *)

rewrite(udfil,’min _N1_mean.res’);
reset(indfil,’ex2_asger.res’);
for i:=0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationssaettet *)

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationssaettet *)
for i:=1 to nt do
begin

CPU_old:=clock;
(* initialisering *)
p[1]:=ln(3);
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then

begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;

end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;
S_est:=S _est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S_fret:=S_fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

end;
write(udfil,’mean _est = ’);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret = ’);
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater = ’);
write(udfil,nt:4);
write(udfil,’ CPU-forbrug i sek. = ’);
writeln(udfil,CPU/CLOCKS_PER_SEC:10:4);

end.
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A.24 Programmet loglike_ex2_N2 _M100.

Dette Pascal-programudregnerfor eksempleti afsnit 3.4 værdienaf den i praksisanvendte
approksimativelog-likelihoodfunktion¢ � �M�¤£¥� ¦ �ZoM� for o§�w�¨�©� � ��\#� , ���i������������� ��m�� , ogudskriver
resultatetpå en fil. I det konkreteprogramer ~ �ª� og | ������� , men det modificerespå
indlysendevis til at klare de øvrige værdieraf ~ og | . Observationssættetindlæsesfra den
fil, som frembringesaf Pascal-programmeti AppendiksA afsnit A.21. Resultatetaf at køre
programmetkan sesi figur 15 samt i tabel 20.

program loglike_ex2_N2_M100(indfil,udfil);

const
delta = 0.1; (* afstanden mellem observationerne *)
N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)
M = 100;
nobs = 1000;
to _pi = 6.28318530717958647692529;

var
h,i,j,k,l : integer;
a,b,c,d,e,f,sd,r,y,sy,sum,logn,theta : longreal;
U : array[1..N-1,1..M] of longreal;
x : array[0..nobs] of longreal;
indfil,udfil : text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
reset(indfil,’ex2_asger.res’);
rewrite(udfil,’loglike _ex2_N2_M100.res’);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for i:=1 to N-1 do
begin (*simulering af U’erne *)

for j:=1 to round(M/2) do
begin

c:=sqrt(-2*ln(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*j-1]:=c*cos(f);
if j <= M then U[i,2*j]:=c*sin(f);

end;
end; (*simulering af U’erne *)
for i:=0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationssaettet *)

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationssaettet *)
for h:=0 to 50 do
begin

logn:=0;
theta:=3+h*delta;
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)

sum:=0;
for l:=1 to M do
begin (* beregning af sum *)

y:=x[i-1];
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for k:=1 to N-1 do
begin (* simulering af Y’erne *)

sy:=sqr(y);
a:=d*theta;
y:=y-a*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,l];

end; (* simulering af Y’erne *)
sy:=sqr(y);
b:=delta/N;
e:=b*sqr(theta)*(1+sy/(1+sy));
sum:=sum+exp(-sqr(x[i]+(b*theta-1)*y)/(2*e))/sqrt(to _pi*e);

end; (* beregning af sum *)
logn:=logn+ln(sum/M);

end;
write(udfil,theta:5:3);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,logn:15:10);

end;
end.
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A.25 Programmet min_N2_M100 _mean.

Dette Pascal-programfinder for fastholdt observationssæt 100 estimater for « i eksemplet
fra afsnit 3.4 vha. Powell’s metodeanvendtpå den approksimativelog-likelihoodfunktion¬¡®M¯ °¥¯¤±³² «M´ . Derefterbestemmesden empiriskemiddelværdiog spredningfor henholdsvis« og
denapproksimativelog-likelihoodfunktionsværdi i estimaterne,kaldet fret i programmet.I det
konkreteprogramer µª¶w· og ¸ ¶�¹�º�º , mendetmodificerespå indlysendevis til at klareandre
værdieraf µ og ¸ . Vi medtagerkun delinier somer forskelligefra programmeti AppendiksA
afsnit A.19, og de manglendelinier er markeretmed tre prikker. Observationssættetindlæses
fra denfil, somfrembringesaf Pascal-programmeti AppendiksA afsnit A.21. Resultatetaf at
køre programmetkan sesi tabel 21, se delafsnit3.4.2.

program min_N2_M100_mean(indfil,udfil);

const
np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
ftol = 0.001;
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)
M = 100;
to_pi=6.28318530717958647692529;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
CLOCKS_PER_SEC = 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi: RealArrayNPbyNP;
h,i,j,iter: integer;
fret,r,c,f: longreal;
x: array [0..nobs] of longreal;
U : array[1..N-1,1..M] of longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;
est,S _est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

const
delta=0.1;

var
i,k,l : integer;
b,d,e,sd,r,y,sy,sum,logn,theta : longreal;
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begin (* fnc *)
theta:=exp(p[1]);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
b:=M*sd*sqrt(to_pi)*theta;
logn:=0;
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)

sum:=0;
for l:=1 to M do
begin (* beregning af sum *)

y:=x[i-1];
for k:=1 to N-1 do
begin (* Euler approksimering af Y’erne *)

sy:=sqr(y);
y:=y-d*theta*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,l];

end; (* Euler approksimering af Y’erne *)
sy:=sqr(y);
e:=(1+sy/(1+sy));
sum:=sum+exp(-sqr(x[i]+(d*theta-1)*y)/(2*d*sqr(theta)*e))/ sqrt(e);

end; (* beregning af sum *)
if sum=0.0 then logn:=logn-10000*drand48
else logn:=logn+ln(sum);

end;
fnc:=-logn+nobs*ln(b);

end; (* fnc *)»»»
begin (* minprog *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min_N2 _M100_mean.res’);
reset(indfil,’ex2_asger.res’);
for i:=0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationssaettet *)

readln(indfil,r);
x[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationssaettet *)
CPU_old:=clock;
for i:=1 to N-1 do
begin (*simulering af U’erne *)

for j:=1 to round(M/2) do
begin

c:=sqrt(-2*ln(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*j-1]:=c*cos(f);
if j <= M then U[i,2*j]:=c*sin(f);

end;
end; (*simulering af U’erne *)
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then

begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;

end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;
for h:=1 to nt do
begin

CPU_old:=clock;
(* initialisering *)
p[1]:=ln(3);
xi[1,1]:=1;

130



(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then

begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;

end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;
S_est:=S_est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S_fret:=S_fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);
S_iter:=S_iter+iter;
SS_iter:=SS_iter+sqr(iter);

end;
write(udfil,’mean _est = ’);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret = ’);
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater = ’);
write(udfil,nt:4);
write(udfil,’ CPU-forbrug i sek. = ’);
writeln(udfil,CPU/CLOCKS_PER_SEC:10:4);

end.
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A.26 Programmet min_N1.

Dette Pascal-programfinder 100 estimaterfor « i eksempletfra afsnit 3.4 vha. Powell’s
metodeanvendtpå den approksimativelog-likelihoodfunktion

 ®�¯½¼ ² «�´ . Ved hver estimation
simulereset nyt observationssæt.Derefterbestemmesdenempiriskemiddelværdiog spredning
for henholdsvis « og den approksimativelog-likelihoodfunktionsværdi i estimaterne,kaldet
fret i programmet.Vi medtagerkun de linier somer forskelligefra programmeti AppendiksA
afsnit A.19,ogdemanglendelinier ermarkeretmedtreprikker. Resultatetaf atkøreprogrammet
kan sesi tabel 22, se delafsnit 3.4.2.

program min_N1(udfil);

const
np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
delta=0.1;
theta0 = 5;
ftol = 0.001;
O = 1000;
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
nt = 100; (* antal theta estimater *)
to _pi=6.28318530717958647692529;
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi: RealArrayNPbyNP;
i,j,k,iter: integer;
fret,d,sd: longreal;
x: array [0..nobs] of longreal;
a,b,c,Zt,Zt2,enaddZt2,dW,U,s_theta0 : longreal;
est,S_est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

var
j: integer;
a,b,c,logn,sx,theta: longreal;

begin (* fnc *)
logn:=0;
theta:=exp(p[1]);
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for j:=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)

sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sx));
logn:=logn+sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b+ln(b);
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end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
fnc:=(logn+nobs*ln(a*to _pi))/2;

end; (* fnc *)»»»
begin (* minprog *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min _N1.res’);
d:=delta/O;
sd:=sqrt(d);
s_theta0:=sqr(theta0);
for i:=1 to nt do
begin

Zt:=0;
x[0]:=0;
for j:=1 to nobs do
begin (* simulering af observationssaettet *)

for k:=1 to round(O/2) do
begin (* Milsteins approksimation *)

c:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=-theta0*Zt*d + theta0*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
dW:=c*sin(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=-theta0*Zt*d + theta0*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;

end; (* Milsteins approksimation *)
x[j]:=Zt;

end; (* simulering af observationssaettet *)
(* initialisering *)
p[1]:=ln(3);
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
S_est:=S_est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S_fret:=S_fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

end;
write(udfil,’mean _est = ’);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret = ’);
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater = ’);
write(udfil,nt:4);

end.
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A.27 Programmet min_N2_M100.

Dette Pascal-programfinder 100 estimaterfor « i eksempletfra afsnit 3.4 vha. Powell’s
metodeanvendtpå den approksimativelog-likelihoodfunktion

¬ ®M¯ °¥¯ ± ² «�´ . Ved hver estimation
simulereset nyt observationssæt.Derefterbestemmesdenempiriskemiddelværdiog spredning
for henholdsvis« og denapproksimativelog-likelihoodfunktionsværdii estimaterne,kaldetfret i
programmet.I det konkreteprogramer µ�¶�· og ¸ ¶y¹�º�º , mendetmodificerespå indlysende
vis til at klare andreværdieraf µ og ¸ . Vi medtagerkun de linier som er forskellige fra
programmeti AppendiksA afsnit A.19, og de manglendelinier er markeretmed tre prikker.
Resultatetaf at køre programmetkan sesi tabel 22, se delafsnit3.4.2.

program min _N2_M100(udfil);

const
np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
delta=0.1;
theta0 = 5;
O = 1000;
ftol = 0.001;
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)
M = 100;
to_pi=6.28318530717958647692529;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
CLOCKS_PER_SEC= 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi: RealArrayNPbyNP;
h,i,j,k,l,iter: integer;
fret,d,sd,e,f: longreal;
x: array [0..nobs] of longreal;
U : array[1..N-1,1..M] of longreal;
a,b,c,Zt,Zt2,enaddZt2,dW,V,s _theta0 : longreal;
est,S_est,SS _est,S_fret,SS_fret: longreal;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

var
i,k,l : integer;
b,d,e,sd,r,y,sy,sum,logn,theta : longreal;

begin (* fnc *)
theta:=exp(p[1]);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
b:=M*sd*sqrt(to_pi)*theta;
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logn:=0;
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)

sum:=0;
for l:=1 to M do
begin (* beregning af sum *)

y:=x[i-1];
for k:=1 to N-1 do
begin (* Euler approksimering af Y’erne *)

sy:=sqr(y);
y:=y-d*theta*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,l];

end; (* Euler approksimering af Y’erne *)
sy:=sqr(y);
e:=(1+sy/(1+sy));
sum:=sum+exp(-sqr(x[i]+(d*theta-1)*y)/(2*d*sqr(theta)*e))/ sqrt(e);

end; (* beregning af sum *)
if sum=0.0 then logn:=logn-10000*drand48
else logn:=logn+ln(sum);

end;
fnc:=-logn+nobs*ln(b);

end; (* fnc *)»»»
begin (* minprog *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min_N2_M100.res’);
for i:=1 to N-1 do
begin (*simulering af U’erne *)

for j:=1 to round(M/2) do
begin

e:=sqrt(-2*ln(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*j-1]:=e*cos(f);
if j <= M then U[i,2*j]:=e*sin(f);

end;
end; (*simulering af U’erne *)
d:=delta/O;
sd:=sqrt(d);
s_theta0:=sqr(theta0);
for h:=1 to nt do
begin

Zt:=0;
x[0]:=0;
for l:=0 to nobs do
begin (* simulering af observationssaettet *)

for k:=1 to round(O/2) do
begin (* Milsteins approksimation *)

c:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
V:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(V);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=-theta0*Zt*d + theta0*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
dW:=c*sin(V);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+Zt2;
a:=-theta0*Zt*d + theta0*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
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Zt:=Zt+a+b;
end; (* Milsteins approksimation *)
x[l]:=Zt;

end; (* simulering af observationssaettet *)
(* initialisering *)
p[1]:=0;
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
S_est:=S_est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S_fret:=S _fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

end;
write(udfil,’mean_est = ’);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS_est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)): 12:10);
write(udfil,’mean_fret = ’);
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret = ’);
writeln(udfil,sqrt((SS_fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)) :12:10);
write(udfil,’antal estimater = ’);
write(udfil,nt:4);

end.
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A.28 Programmet cir_1_10_1 _1000_05.

Dette Pascal-programsimulerer vha. Euler approksimationen1000 observationerfor den
stokastiskevolatilitets model i eksempletfra Kapitel 4. Observationerneudskrivestil en fil.
Til deninteresseredelæserkan vi fortælle,at cir st̊ar for Cox–Ingersoll–Rossmodellen,somer
det sædvanligenavn for 2. koordinateni model 1, se afsnit 4.1.

program cir_1_10_1_1000_05(udfil);

const
N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.5;
alfa = 1; (* alfa>0 *)
beta = 10; (* beta >0 samt 2*alfa*beta/sqr(c)>=1 *)
c = 1; (* c>0 *)
xnul = 0;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

type
arr2 = array [1..2] of longreal;

var
i,j: integer;
ln_alfa,ln_beta,ln _c: longreal;
sd,d,c_sqr,to_alfa: longreal;
X: arr2;
udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2.incl’; $

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);
ln_alfa:=ln(alfa);
ln_beta:=ln(beta);
ln_c:=ln(c);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
to_alfa:=2*alfa;
c_sqr:=sqr(c);
X[1]:=xnul;
X[2]:=gamma(to_alfa*beta/c_sqr,to _alfa/c_sqr);
write(udfil,X[1]:15:10);
writeln(udfil,X[2]:15:10);
for i:=1 to nobs do
begin

xEuler2(ln _alfa,ln_beta,ln_c,X);
write(udfil,X[1]:15:10);
writeln(udfil,X[2]:15:10);

end;
end.
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A.29 Programmet logl_cir_fast _b_c.

Dette Pascal-program beregner for forskellige ¾ -værdier den approksimative log-
likelihoodfunktionen (N=1) for eksempleti Kapitel 4, når vi antagerat begge koordinater
er kendte. Parametrene¿ og À fastholdesalts̊a. Programmetmodificerespå indlysendevis til
beregningernehvor henholdsvis¿ og À varieres,mens ¾ og ¿ henholdsvis¾ og À fastholdes.
Resultatetaf at køre programmernepå observationernefra de udfaldsstier,som er givet i
figur 17, kan sesi figur 18.

program logl_cir_fast_b_c(indfil,udfil);

const
delta=0.5;
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
x1,x2: array [0..nobs] of longreal;
i: integer;
a,r,e,f: longreal;
indfil,udfil: text;

function logl(a: longreal):longreal;

var
i: integer;
b,c,e,f,led1,led2,c _sqr,to_alfa: longreal;

begin (* logl *)
b:=10;
c:=1;
c_sqr:=1;
e:=delta*a*b;
f:=1+delta*a;
to_alfa:=2*a;
led1:=0;
led2:=0;
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehoodfunktionen *)

led1:=led1+ln(x2[i-1])*3/2;
led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2[i-1])+sqr(x2[i]-f*x2[i-1]-e) /c _sqr/x2[i-1];

end; (* beregning af loglikehoodfunktionen *)
logl:=-nobs*ln(to _pi*c*delta)-led1-led2/2/delta;

end; (* logl *)

begin (* loglikelihood for forskellige a-vaerdier *)
rewrite(udfil,’logl_cir _fast_b_c.res’);
reset(indfil,’cir_1 _10_1_1000_05.res’);
for i:=0 to nobs do
begin

read(indfil,r);
x1[i]:=r;
readln(indfil,r);
x2[i]:=r;

end;
for i:=0 to 100 do
begin

a:=-0.2+0.01*i;
write(udfil,a:5:3);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,logl(a):15:10);

end;
end.
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A.30 Programmet sim_logl_cir _fast_b_c.

Dette Pascal-program beregner for forskellige ¾ -værdier den approksimative log-
likelihoodfunktionen (N=1) for eksemplet i Kapitel 4, når vi simulerer 2. koordinaten.
Parametrene¿ og À fastholdesalts̊a. Programmetmodificeres på indlysendevis til bereg-
ningerne hvor henholdsvis ¿ og À varieres, mens ¾ og ¿ henholdsvis ¾ og À fastholdes.
Resultatetaf fire kørslerfor hver af de tre parametrepå observationernefor 1. koordinatenaf
den udfaldssti,som er givet i øverstevenstrehjørne af figur 17, kan sesi figur 19. Vi skal
bemærke,at vi i programmethar en unødvendigsimulationaf 1. koordinaten.Den simulerede
værdi anvendesoverhovedetikke og giver alts̊a ikke anledningtil nogen fejl, men det må
dog betegnessom spild af tid.

program sim_logl_cir _fast_b_c(indfil,udfil);

const
delta=0.5;
N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
to _pi = 6.28318530717958647692529;

type
arr2 = array [1..2] of longreal;

var
X: arr2;
W: array [1..N,1..2] of longreal;
x1: array [0..nobs] of longreal;
i: integer;
a,r,d,sd,e,f: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’; $
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2w.incl’; $

function sim_logl(a: longreal):longreal;

var
i: integer;
b,c,e,f,led1,led2,c_sqr,to_alfa,x2_old: longreal;

begin (* sim_logl *)
b:=10;
c:=1;
c_sqr:=1;
e:=delta*a*b;
f:=1+delta*a;
to_alfa:=2*a;
led1:=0;
led2:=0;
X[2]:=gamma(to_alfa*b/c_sqr,to_alfa/c _sqr);
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)

x2_old:=X[2];
X[1]:=x1[i-1];
xEuler2w(ln(a),ln(b),ln(c),X);
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led1:=led1+ln(x2_old)*3/2;
led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2 _old)+sqr(X[2]-f*x2_old-e)/c_sqr/x2_old;

end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
sim_logl:=-nobs*ln(to _pi*delta*c)-led1-led2/2/delta;

end; (* sim_logl *)

begin (* loglikelihood for forskellige a-vaerdier *)
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’sim_logl_cir_fast_b_c.res’);
reset(indfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for i:=0 to nobs do
begin

readln(indfil,r); (* vi indlaeser kun 1. koordinat *)
x1[i]:=r;

end;
for i:=1 to N do
begin (* simulering af W’erne *)

e:=sqrt(-2*ln(drand48));
f:=to _pi*drand48;
W[i,1]:=e*cos(f);
W[i,2]:=e*sin(f);

end; (* simulering af W’erne *)
for i:=0 to 100 do
begin

a:=0.01+0.01*i;
write(udfil,a:5:3);
write(udfil,’ ’);
writeln(udfil,sim_logl(a));

end;
end.
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A.31 Programmet min_cir_1_10 _1.

DettePascal-programestimererparametrenefor eksempleti Kapitel 4 vedsimulation.Resultatet
udskrivespå enfil og i delafsnit1 findesnoglefå eksemplerpå at køreprogrammetmedforskel-
lige værdieraf konstantenftol, somangiverhvor lille forskellenmellemfunktionsværdierneskal
være, før konvergens antagesat være indtruffet. I disse eksemplerer programmetkørt på
observationerneaf 1. koordinatenfor den udfaldssti,som er givet i øverstevenstrehjørneaf
figur 17. Vi skal, som i AppendiksA afsnit A.30, bemærke,at vi i programmethar en unød-
vendigsimulationaf 1. koordinaten.Densimuleredeværdianvendesoverhovedetikke og giver
alts̊a ikke anledningtil nogenfejl, mendet må dog betegnessomspild af tid. Da vi anvender
Powellprocedurentil maksimeringen,vil vi kun angivedelinier i programmetsomer forskellige
fra AppendiksA afsnit A.19, og de manglendelinier er markeretmed tre prikker.

program min_cir_1_10_1(udfil);

const
np = 3; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
ftol = 1.0;
delta=0.5;
N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
to _pi = 6.28318530717958647692529;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;
arr2 = array [1..2] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
X: arr2;
W: array [1..N,1..2] of longreal;
x1: array [0..nobs] of longreal;
xi: RealArrayNPbyNP;
i,iter: integer;
d,sd,fret,r,c,f: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’;$
$include ’/home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2w.incl’; $

function fnc(var p:RealArrayNP):longreal;
(* p[1]=ln_alfa, p[2]=ln_beta og p[3]=ln _c *)

var
i: integer;
a,b,c,e,f,led1,led2,c_sqr,to_alfa,x2 _old: longreal;

begin (* fnc *)
a:=exp(p[1]);
b:=exp(p[2]);
c:=exp(p[3]);
c_sqr:=sqr(c);
e:=delta*a*b;
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f:=1+delta*a;
to_alfa:=2*a;
led1:=0;
led2:=0;
X[2]:=gamma(to _alfa*b/c_sqr,to_alfa/c_sqr);
if X[2]=0.0 then X[2]:=1e-20;
for i:=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)

x2_old:=X[2];
X[1]:=x1[i-1];
xEuler2w(p[1],p[2],p[3],X);
led1:=led1+ln(x2_old)*3/2;
led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2 _old)+sqr(X[2]-f*x2_old-e)/c_sqr/x2_old;

end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
fnc:=nobs*ln(to _pi*delta*c)+led1+led2/2/delta;

end; (* fnc *)»»»
begin (* minprog *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min_cir_1_10_1.res’);
reset(indfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for i:=0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationerne *)

readln(indfil,r); (* vi indlaeser kun 1. koordinat *)
x1[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationerne *)
for i:=1 to N do
begin (* simulering af W’erne *)

c:=sqrt(-2*ln(drand48));
f:=to_pi*drand48;
W[i,1]:=c*cos(f);
W[i,2]:=c*sin(f);

end; (* simulering af W’erne *)
(* initialisering *)
p[1]:=ln(0.4);
p[2]:=ln(2);
p[3]:=ln(4);
xi[1,1]:=1;
xi[2,2]:=1;
xi[3,3]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
write(udfil,’ftol = ’);
writeln(udfil,ftol:6:4);
write(udfil,’p_hat = (’);
write(udfil,exp(p[1]):6:4);
write(udfil,’,’);
write(udfil,exp(p[2]):6:4);
write(udfil,’,’);
write(udfil,exp(p[3]):6:4);
writeln(udfil,’)’);
write(udfil,’Funktionsvaerdi =’);
writeln(udfil,-fret);
write(udfil,’fundet efter ’);
write(udfil,iter:4);
writeln(udfil,’ iterationer’);

end.
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B Include-filer til Pascal-programmerne.

Include-filerneer Pascal-programstumper,sombrugesi flere forskelligePascal-programmer.
Sådannefiler kan f.eks. bruges til at gøre programmernemere overskuelige. De Pascal-
programmer,somnedenst̊aendeprogramstumperbliver inkludereti, kan findesi AppendiksA.

B.1 Fra kataloget ˜/speciale/include/*.

B.1.1 Filen fx_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/fx _Euler.incl *)

function fx _Euler(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde *)
(* sigma _sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
F,xold,xnew,Gntilde: longreal;

begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for i:=1 to nobs do
begin

F:=0;
xnew:=x[i];
for j:=1 to M do F:=F+xEuler(xold, t_d);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F/M)/sigma _sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;

end;
fx_Euler:=Gntilde;

end; (* fx_Euler *)

B.1.2 Filen fx_red_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/fx _red_Euler.incl *)

function fx _red_Euler(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde *)
(* sigma _sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,F,Y: longreal;
xold,xnew,Gntilde: longreal;
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begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
sumYW:=0;
sumW:=0;
xnew:=x[i];
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xEuler(xold, t_d);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW;
sumW:=sumW+sumdW;

end;
meanY:=meanY/M;
F:=meanY+sumW*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F)/sigma_sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;

end;
fx_red_Euler:=Gntilde;

end; (* fx _red_Euler *)

B.1.3 Filen fx_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/fx_Taylor.incl *)

function fx_Taylor(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
F,xold,xnew,Gntilde: longreal;

begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for i:=1 to nobs do
begin

F:=0;
xnew:=x[i];
for j:=1 to M do F:=F+xTaylor(xold, theta);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F/M)/sigma_sqr/sqrt(1+sqr(xold)) ;
xold:=xnew;

end;
fx_Taylor:=Gntilde;

end; (* fx _Taylor *)

B.1.4 Filen fx_red_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/fx_red _Taylor.incl *)

function fx _red_Taylor(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde *)
(* sigma _sqr=sqr(sigma) *)
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var
i,j: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,F,Y: longreal;
xold,xnew,Gntilde: longreal;

begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
sumYW:=0;
sumW:=0;
xnew:=x[i];
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xTaylor(xold, theta);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW;
sumW:=sumW+sumdW;

end;
meanY:=meanY/M;
F:=meanY+sumW*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F)/sigma _sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;

end;
fx_red_Taylor:=Gntilde;

end; (* fx_red_Taylor *)

B.1.5 Filen xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/xEuler.incl *)

function xEuler(xind, t_d:longreal):longreal; (* Euler approksimation *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sd_s=sd*sigma *)

var
i: integer;
a,U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
for i:=1 to round(N/2) do
begin

a:=sd_s*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to _pi*drand48;
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*cos(U);
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*sin(U);

end;
xEuler:=Xn;

end; (* Euler approksimation *)

B.1.6 Filen red_xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/red_xEuler.incl *)

function red_xEuler(xind,t_d:longreal):longreal; (* Euler approksimation *)
(* to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)
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var
i: integer;
a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for i:=1 to round(N/2) do
begin

a:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to _pi*drand48;
dW1:=a*cos(U);
dW2:=a*sin(U);
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1;
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW2;
sumdW:=sumdW+dW1+dW2;

end;
red_xEuler:=Xn;

end; (* Euler approksimation *)

B.1.7 Filen xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/xTaylor.incl *)

function xTaylor(xind,theta:longreal):longreal; (* Taylor 1.5 approksimation *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d, sd _s=sd*sigma og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i: integer;
Xn,U,cos_U,a,b,c: longreal;

begin
Xn:=xind;
for i:=1 to N do
begin

U:=to _pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sd_s*sqrt(-2*ln(drand48))*(cos_U+t_d*(cos _U+sin(U)/sqrt(3))/a/b);

end;
xTaylor:=Xn;

end; (* Taylor 1.5 approksimation *)

B.1.8 Filen red_xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/red _xTaylor.incl *)

function red _xTaylor(xind,theta:longreal):longreal; (* Taylor 1.5 approksimation *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i: integer;
a,b,c,U,V,cos _U,Xn: longreal;
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begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for i:=1 to N do
begin

U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t_d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma _sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t _d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b);
sumdW:=sumdW+V*cos_U;

end;
red_xTaylor:=Xn;

end; (* Taylor 1.5 approksimation *)

B.1.9 Filerne rodbisec_*.incl.
Include-filen rodbisec_E.inclindeholderprogramstumpenmed funktionen til rodsøgningefter
bisektionsmetoden,når vi anvenderEuler approksimationen.De tilsvarendeprogramstumper,
hvor vi anvenderEuler med variansreduktion,1.5 ordensTaylor approksimationog Taylor
med variansreduktion,fremkommerved at erstattefx_Euler med henholdsvisfx_red_Euler,
fx_Taylor og fx_red_Taylor. Disse programstumperfindes i include-filernerodbisec_r_E.incl,
rodbisec_T.inclog rodbisec_r_T.incl.Da den enesteforskel er ændringaf dissenavne,vil vi
udeladeselve programstumperneher.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/rodbisec _E.incl *)

function rodbisek _E(x1,x2,xacc:longreal):longreal; (* bisektionsmetoden *)
(* til fx _Euler *)

label 1;

var
dx,f,fmid,xmid,rtb: longreal;
j: integer;

begin
fmid:=fx _Euler(x2);
f:=fx_Euler(x1);
if f*fmid >= 0 then

begin
writeln(udfil,’roden skal ligge i intervallet [x1,x2]’);
writeln(udfil,’programmet stoppes’);
goto 2;

end;
if f < 0 then (* orienterer soegningen saa f>0 i x+dx *)

begin
rtb:=x1;
dx:=x2-x1;

end
else

begin
rtb:=x2;
dx:=x1-x2;

end;
for j:=1 to jmax do
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begin
dx:=dx/2;
xmid:=rtb+dx;
fmid:=fx_Euler(xmid);
if fmid <= 0 then rtb:=xmid;
if (abs(dx) < xacc) or (fmid = 0) then goto 1;

end;
write(udfil,’roden er ikke fundet efter jmax=’);
write(udfil,jmax);
writeln(udfil,’ iterationer’);
writeln(udfil,’programmet stoppes’);
goto 2;
1:
rodbisek_E:=rtb;

end; (* rodbisek *)

B.1.10 Filen xEuler2.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/xEuler2.incl *)

procedure xEuler2(ln_alfa,ln _beta,ln_c:longreal; var Y:arr2);
(* Euler approksimation til den 2-dim. diffusionsproces *)
(* to_pi=2*pi, d=delta/N og sd=sqrt(d) *)
(* ln_alfa=ln(alfa), ln_beta=ln(beta) og ln_c=ln(c) *)

var
i: integer;
e_ln_a,e_ln_b,e_ln _c,f,U,V: longreal;

begin
e_ln_a:=exp(ln_alfa);
e_ln_b:=exp(ln _beta);
e_ln_c:=exp(ln_c);
Y[2]:=ln(Y[2]);
for i:=1 to N do
begin

f:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to_pi*drand48;
V:=exp(Y[2]);
Y[1]:=Y[1]+V*f*cos(U);
Y[2]:=Y[2]+(e_ln_a*(e_ln_b-V)-e_ln_c/2)*d/V+e _ln_c*f*sin(U)/sqrt(V);

end;
Y[2]:=exp(Y[2]);

end; (* Euler approksimation til den 2-dim. diffusionsproces *)

B.1.11 Filen xEuler2w.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/xEuler2w.incl *)

procedure xEuler2w(ln_alfa,ln_beta,ln _c:longreal; var Y:arr2);
(* Euler approksimation til den 2-dim. diffusionsproces *)
(* med faste Wiener proces tilvaekster *)
(* to_pi=2*pi, d=delta/N og sd=sqrt(d) *)
(* ln_alfa=ln(alfa), ln_beta=ln(beta) og ln_c=ln(c) *)

var
i: integer;
e_ln_a,e_ln_b,e_ln _c,V: longreal;
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begin
e_ln_a:=exp(ln_alfa);
e_ln_b:=exp(ln _beta);
e_ln_c:=exp(ln_c);
Y[2]:=ln(Y[2]);
for i:=1 to N do
begin

V:=exp(Y[2]);
Y[1]:=Y[1]+V*sd*W[i,1];
Y[2]:=Y[2]+(e _ln_a*(e_ln_b-V)-e_ln_c/2)*d/V+e_ln_c*sd* W[i,2]/sqrt(V);

end;
Y[2]:=exp(Y[2]);
if Y[2]=0.0 then Y[2]:=1e-20;

end; (* Euler approksimation til den 2-dim. diffusionsproces *)
(* med faste Wiener proces tilvaekster. *)

B.1.12 Filen gamma.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include/gamma.incl *)

function gamma(g,l:longreal):longreal; (* udfald fra gammafordelingen *)
(* g er formparameteren og l er skalaparameteren *)

label
1,2;

const
theta = 4.5; (* skal blot vaere stoerre end 0 *)
e = 2.718281828459045235360287; (* e=exp(1) *)

var
a,b,c,d: longreal;
U1,X,V,Z,R: longreal;

begin
if g>1 then

begin
a:=1/sqrt(2*g-1);
b:=g-ln(4);
c:=g+1/a;
d:=1+ln(theta);
1:

repeat
U1:=drand48;

until (U1>0.0) and (U1<1.0);
V:=a*ln(U1/(1-U1));
X:=g*exp(V);
repeat

Z:=drand48;
until (Z>0.0) and (Z<1.0);
Z:=Z*sqr(U1);
R:=b+c*V-X;
if R+d-theta*Z>=0 then goto 2;
if R<ln(Z) then goto 1;

2:
gamma:=X/l;

end
else if g=1 then

begin
repeat

U1:=drand48;
until (U1 >0.0) and (U1<1.0);
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gamma:=-ln(U1)/l;
end

else
begin

b:=(e+g)/e;
repeat

repeat
U1:=drand48;

until (U1>0.0) and (U1<1.0);
R:=b*U1;
repeat

V:=drand48;
until (V>0.0) and (V<1.0);
if R>1 then

begin
X:=-ln((b-R)/g);
c:=exp((g-1)*ln(X));

end
else

begin
X:=exp(ln(R)/g);
c:=exp(-X);

end;
until V<=c;
gamma:=X/l;

end;
end;
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B.2 Fra kataloget ˜/speciale/include2/*.

B.2.1 Filen fx_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx_Euler.incl *)

procedure fx_Euler; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

F[i]:=0;
for j:=1 to M do F[i]:=F[i]+xEuler(xold);
F[i]:=F[i]/M;
xold:=x[i];

end;
end; (* fx _Euler *)

B.2.2 Filen fx_red_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx_red_Euler.incl *)

procedure fx_red_Euler; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,Y: longreal;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
sumYW:=0;
sumW:=0;
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xEuler(xold);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW;
sumW:=sumW+sumdW;

end;
meanY:=meanY/M;
F[i]:=meanY+sumW*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
xold:=x[i];

end;
end; (* fx _red_Euler *)
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B.2.3 Filen fx_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx _Taylor.incl *)

procedure fx _Taylor; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

F[i]:=0;
for j:=1 to M do F[i]:=F[i]+xTaylor(xold);
F[i]:=F[i]/M;
xold:=x[i];

end;
end; (* fx _Taylor *)

B.2.4 Filen fx_red_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx_red _Taylor.incl *)

procedure fx _red_Taylor; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,Y: longreal;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
sumYW:=0;
sumW:=0;
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xTaylor(xold);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW;
sumW:=sumW+sumdW;

end;
meanY:=meanY/M;
F[i]:=meanY+sumW*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
xold:=x[i];

end;
end; (* fx_red_Taylor *)

B.2.5 Filen xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/xEuler.incl *)

function xEuler(xind: longreal): longreal; (* Euler approximation *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sd_s=sd*sigma *)
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var
i: integer;
a,U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
for i:=1 to round(N/2) do
begin

a:=sd_s*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to_pi*drand48;
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*cos(U);
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*sin(U);

end;
xEuler:=Xn;

end; (* Euler approximation *)

B.2.6 Filen red_xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/red_xEuler.incl *)

function red_xEuler(xind: longreal): longreal; (* Euler approximation *)
(* to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)

var
i: integer;
a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for i:=1 to round(N/2) do
begin

a:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW1:=a*cos(U);
dW2:=a*sin(U);
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1;
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW2;
sumdW:=sumdW+dW1+dW2;

end;
red_xEuler:=Xn;

end; (* Euler approximation *)

B.2.7 Filen xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/xTaylor.incl *)

function xTaylor(xind: longreal): longreal; (* 1.5 ordens Taylor appr. *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d, sd _s=sd*sigma og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i: integer;
Xn,U,cos_U,a,b,c: longreal;

begin
Xn:=xind;
for i:=1 to N do
begin

U:=to _pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
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a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t_d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sd_s*sqrt(-2*ln(drand48))*(cos_U+t_d*(cos _U+sin(U)/sqrt(3))/a/b);

end;
xTaylor:=Xn;

end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)

B.2.8 Filen red_xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/red _xTaylor.incl *)

function red _xTaylor(xind: longreal): longreal;(* 1.5 ordens Taylor appr. *)
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i: integer;
a,b,c,U,V,cos_U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for i:=1 to N do
begin

U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t_d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b) ;
sumdW:=sumdW+V*cos_U;

end;
red_xTaylor:=Xn;

end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)

B.2.9 Filen fx_red_Euler_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx_red_Euler_ny.incl *)

procedure fx_red_Euler_ny; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
meanY,meanY2,sumY2W,sumW,sumW2,a,Y,Y2: longreal;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
meanY2:=0;
sumY2W:=0;
sumW:=0;
sumW2:=0;
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xEuler(xold);
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Y2:=red_xEuler_ny(xold);
meanY:=meanY+Y;
meanY2:=meanY2+Y2;
sumY2W:=sumY2W+Y2*sumdW2;
sumW:=sumW+sumdW;
sumW2:=sumW2+sumdW2;

end;
meanY:=meanY/M;
meanY2:=meanY2/M;
F[i]:=meanY+sumW*(meanY2*sumW2-sumY2W)/delta/M/(M-1);
xold:=x[i];

end;
end; (* fx_red_Euler_ny *)

B.2.10 Filen fx_red_Taylor_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/fx _red_Taylor_ny.incl *)

procedure fx_red_Taylor_ny; (* approx. til F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i,j: integer;
meanY,meanY2,sumY2W,sumW,sumW2,a,Y,Y2: longreal;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin

meanY:=0;
meanY2:=0;
sumY2W:=0;
sumW:=0;
sumW2:=0;
for j:=1 to M do
begin

Y:=red_xTaylor(xold);
Y2:=red_xTaylor_ny(xold);
meanY:=meanY+Y;
meanY2:=meanY2+Y2;
sumY2W:=sumY2W+Y2*sumdW2;
sumW:=sumW+sumdW;
sumW2:=sumW2+sumdW2;

end;
meanY:=meanY/M;
meanY2:=meanY2/M;
F[i]:=meanY+sumW*(meanY2*sumW2-sumY2W)/delta/M/(M-1);
xold:=x[i];

end;
end; (* fx_red_Taylor_ny *)

B.2.11 Filen red_xEuler_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/red _xEuler_ny.incl *)

function red _xEuler_ny(xind: longreal): longreal; (* Euler approximation *)
(* to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)
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var
i: integer;
a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW2:=0;
for i:=1 to round(N/2) do
begin

a:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
U:=to _pi*drand48;
dW1:=a*cos(U);
dW2:=a*sin(U);
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1;
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW2;
sumdW2:=sumdW2+dW1+dW2;

end;
red_xEuler _ny:=Xn;

end; (* Euler approximation *)

B.2.12 Filen red_xTaylor_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN ˜/speciale/include2/red _xTaylor_ny.incl *)

function red _xTaylor_ny(xind: longreal): longreal;(* 1.5 ordens Taylor appr. *)
(* to_pi=2*pi, t _d=theta*d og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i: integer;
a,b,c,U,V,cos_U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW2:=0;
for i:=1 to N do
begin

U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*ln(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t_d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b) ;
sumdW2:=sumdW2+V*cos_U;

end;
red_xTaylor_ny:=Xn;

end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)
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C S-PLUS-programmer.

Vi har hovedsageligtanvendtprogrampakkenS-PLUStil at tegnediversefigurer. Vi har
dog udnyttet nogle indbyggedefunktioner til tegning af QQ-plot, histogrammer,autocorrela-
tionsfunktionersamtrette linier gennemorigo medhældning1. Forklaringertil disseog andre
funktioner kan findes i den indbyggedeonline-hjælp i S-PLUS. Vi har ikke angivet alle de
S-PLUS-programmer,som er anvendt,men de resterendekan stort set fås ved at klippe og
klistre i de viste programmer.

C.1 Program 1.

DetteS-PLUS-programtegnerdeQQ-plotog histogrammerm.m.,derbrugesi delafsnit1.1.1til
at undersøgekvalitetenaf dentalgenerator,somvi anvendertil genereringaf pseudo-tilfældige
tal. Resultatetaf kørslenkan sesi figur 1 – 4, se delafsnit1.1.1.

u1_scan(’unif_01.sim1’)
u2_scan(’unif_01.sim2’)
u3_scan(’unif_01.sim3’)
u4_scan(’unif_01.sim4’)
u5_scan(’unif_01.sim5’)
u6_scan(’unif_01.sim6’)
u7_scan(’unif_01.sim7’)
u8_scan(’unif_01.sim8’)
u9_scan(’unif_01.sim9’)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’qq.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty="s",omi=c(.5,0,.5,0))
plot(sort(u1),qunif(ppoints(u1)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u1’)
plot(sort(u2),qunif(ppoints(u2)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u2’)
plot(sort(u3),qunif(ppoints(u3)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u3’)
plot(sort(u4),qunif(ppoints(u4)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u4’)
plot(sort(u5),qunif(ppoints(u5)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u5’)
plot(sort(u6),qunif(ppoints(u6)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u6’)
plot(sort(u7),qunif(ppoints(u7)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u7’)
plot(sort(u8),qunif(ppoints(u8)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u8’)
plot(sort(u9),qunif(ppoints(u9)))
abline(0,1)
title(main=’qq-plot u9’)
dev.off()
postscript(’hist.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty="s",omi=c(.5,0,.5,0))
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hist(u1,n=10)
title(main=’histogram u1’)
hist(u2,n=10)
title(main=’histogram u2’)
hist(u3,n=10)
title(main=’histogram u3’)
hist(u4,n=10)
title(main=’histogram u4’)
hist(u5,n=10)
title(main=’histogram u5’)
hist(u6,n=10)
title(main=’histogram u6’)
hist(u7,n=10)
title(main=’histogram u7’)
hist(u8,n=10)
title(main=’histogram u8’)
hist(u9,n=10)
title(main=’histogram u9’)
dev.off()
postscript(’acf.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))
acf(u1)
title(main=’Series : u1’,cex=.6)
acf(u2)
title(main=’Series : u2’,cex=.6)
acf(u3)
title(main=’Series : u3’,cex=.6)
acf(u4)
title(main=’Series : u4’,cex=.6)
acf(u5)
title(main=’Series : u5’,cex=.6)
acf(u6)
title(main=’Series : u6’,cex=.6)
acf(u7)
title(main=’Series : u7’,cex=.6)
acf(u8)
title(main=’Series : u8’,cex=.6)
acf(u9)
title(main=’Series : u9’,cex=.6)
dev.off()
postscript(’u_u.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))
plot(u1[1:(length(u1)-1)],u1[2:length(u1)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u1[1],...,u1[n-1]) mod (u1[2],...,u1[n])’)
plot(u2[1:(length(u2)-1)],u2[2:length(u2)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u2[1],...,u2[n-1]) mod (u2[2],...,u2[n])’)
plot(u3[1:(length(u3)-1)],u3[2:length(u3)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u3[1],...,u3[n-1]) mod (u3[2],...,u3[n])’)
plot(u4[1:(length(u4)-1)],u4[2:length(u4)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u4[1],...,u4[n-1]) mod (u4[2],...,u4[n])’)
plot(u5[1:(length(u5)-1)],u5[2:length(u5)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u5[1],...,u5[n-1]) mod (u5[2],...,u5[n])’)
plot(u6[1:(length(u6)-1)],u6[2:length(u6)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u6[1],...,u6[n-1]) mod (u6[2],...,u6[n])’)
plot(u7[1:(length(u7)-1)],u7[2:length(u7)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u7[1],...,u7[n-1]) mod (u7[2],...,u7[n])’)
plot(u8[1:(length(u8)-1)],u8[2:length(u8)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u8[1],...,u8[n-1]) mod (u8[2],...,u8[n])’)
plot(u9[1:(length(u9)-1)],u9[2:length(u9)],xlab= " ",ylab=" ")
title(main=’(u9[1],...,u9[n-1]) mod (u9[2],...,u9[n])’)
dev.off()
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C.2 Program 2.

Dette S-PLUS-programtegner,for hver af de tre algoritmer til genereringaf normal fordelte
udfald,detQQ-plot og histogram,somanvendestil at tjekke algoritmen,sedelafsnit1.1.2. Der
er 10.000udfald for hver algoritme,og disseudfald er frembragtvha. Pascal-programmernei
henholdsvisAppendiksA afsnitA.2, afsnitA.4 og afsnitA.5. S-PLUS-programmetfrembringer
en postscript-fil for hver af de tre algoritmer, og resultatetaf at køre programmetkan sesi
figur 6, 7 og 8, sedelafsnit1.1.2.

box_scan(’box_N01.res’)
polar_scan(’polar _N01.res’)
kr_scan(’kr_N01.res’)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’box.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty=’s’,omi=c(.5,0,.5,0))
qqnorm(box,datax=T)
abline(0,1)
title(main=’QQ-plot’)
hist(box,nclass=13,xlim=c(-6,6),ylim=c(0,3600))
title(main=’histogram’)
dev.off()
postscript(’polar.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty=’s’,omi=c(.5,0,.5,0))
qqnorm(polar,datax=T)
abline(0,1)
title(main=’QQ-plot’)
hist(polar,nclass=13,xlim=c(-6,6),ylim=c(0,3600))
title(main=’histogram’)
dev.off()
postscript(’kr.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty=’s’,omi=c(.5,0,.5,0))
qqnorm(kr,datax=T)
abline(0,1)
title(main=’QQ-plot’)
hist(kr,nclass=18,xlim=c(-9,4),ylim=c(0,3600))
title(main=’histogram’)
dev.off()
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C.3 Program 3.

DetteS-PLUS-programtegnerQQ-plottenetil tjek af kvalitetenaf udfaldenefra Ahrens–Dieter
algoritmen,sedelafsnit1.1.3. Programmetmodificerespå indlysendevis til at tegneQQ-plottene
for henholdsviseksponentialfordelingsalgoritmenog Chengsalgoritmer. Resultatetaf at køre
det viste programkan sesi figur 9.

AD11_scan(’AD_0.02.res1’)
AD21_scan(’AD _0.33567.res1’)
AD31_scan(’AD_0.98.res1’)
AD12_scan(’AD _0.02.res2’)
AD22_scan(’AD_0.33567.res2’)
AD32_scan(’AD _0.98.res2’)
AD13_scan(’AD_0.02.res3’)
AD23_scan(’AD_0.33567.res3’)
AD33_scan(’AD_0.98.res3’)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’qq_gamma.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))
plot(sort(AD11),qgamma(ppoints(AD11), 0.02))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.02’)
plot(sort(AD12),qgamma(ppoints(AD12), 0.02))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.02’)
plot(sort(AD13),qgamma(ppoints(AD13), 0.02))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.02’)
plot(sort(AD21),qgamma(ppoints(AD21), 0.33567))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.33567’)
plot(sort(AD22),qgamma(ppoints(AD22), 0.33567))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.33567’)
plot(sort(AD23),qgamma(ppoints(AD23), 0.33567))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.33567’)
plot(sort(AD31),qgamma(ppoints(AD31), 0.98))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.98’)
plot(sort(AD32),qgamma(ppoints(AD32), 0.98))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.98’)
plot(sort(AD33),qgamma(ppoints(AD33), 0.98))
abline(0,1)
title(main=’AD med alfa=0.98’)
dev.off()
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C.4 Program 4.

Dette S-PLUS-programplotter de udfaldsstier for den hyperbolskediffusionsproces,som
simuleresaf Pascal-programmernei AppendiksA afsnit A.10 og A.11. Resultatetaf at køre
programmeter vist i figur 12, se delafsnit 2.5.3.

eul1000_scan(’hyp_eul_05 _1000.sim’)
tay1000_scan(’hyp_tay_05 _1000.sim’)
x1000_seq(0,500,0.5)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’hyp.ps’)
par(omi=c(.5,0,.5,0),mfrow=c(2,1))
{plot(x1000,eul1000,type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,
xlim=c(0,500),ylim=c(-1.5,1.5))}
title(’Udfaldssti simuleret vha. Euler approksimationen.’)
{plot(x1000,tay1000,type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,
xlim=c(0,500),ylim=c(-1.5,1.5))}
title(’Udfaldssti simuleret vha. 1.5 ordens Taylor approksimationen.’)
dev.off()
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C.5 Program 5.

Dette S-PLUS-programlaver QQ-plottenefor de estimerede« -værdieri den hyperbolskedif-
fusionsproces,somfrembringesaf Pascal-programmernesvarendetil AppendiksA afsnit A.18.
Resultatetaf at køreprogrammeter vist i figur 13, sedelafsnit2.5.4. Parametrenei funktionerne
ablineer aflæsti output-filenfra deomtaltePascal-programmerog er denempiriskemiddelværdi
og spredningfor det relevantesætaf « -værdier.

est200_matrix(scan(’qq_hyp _025_200.res’),ncol=4, byrow=T)
est500 _matrix(scan(’qq_hyp_025_500.res’),ncol=4, byrow=T)
est1000_matrix(scan(’qq_hyp_025 _1000.res’),ncol=4, byrow=T)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’qq_hyp_025.ps’)
par(mfrow=c(4,3),omi=c(.5,0,.5,0))
qqnorm(est200[,1])
abline(-1.047546,0.233737)
title(main=’Metode: Euler. n=200’,cex=0.35)
qqnorm(est500[,1])
abline(-1.007439,0.141893)
title(main=’Metode: Euler. n=500’,cex=0.35)
qqnorm(est1000[,1])
abline(-0.985671,0.102838)
title(main=’Metode: Euler. n=1000’,cex=0.35)
qqnorm(est200[,2])
abline(-1.050820,0.230153)
title(main=’Metode: Euler med variansreduktion. n=200’,cex=0.35)
qqnorm(est500[,2])
abline(-1.005059,0.139757)
title(main=’Metode: Euler med variansreduktion. n=500’,cex=0.35)
qqnorm(est1000[,2])
abline(-0.985920,0.101603)
title(main=’Metode: Euler med variansreduktion. n=1000’,cex=0.35)
qqnorm(est200[,3])
abline(-1.050974,0.230346)
title(main=’Metode: Taylor. n=200’,cex=0.35)
qqnorm(est500[,3])
abline(-1.010559,0.144140)
title(main=’Metode: Taylor. n=500’,cex=0.35)
qqnorm(est1000[,3])
abline(-0.995339,0.103500)
title(main=’Metode: Taylor. n=1000’,cex=0.35)
qqnorm(est200[,4])
abline(-1.053940,0.233171)
title(main=’Metode: Taylor med variansreduktion. n=200’,cex=0.35)
qqnorm(est500[,4])
abline(-1.007534,0.140621)
title(main=’Metode: Taylor med variansreduktion. n=500’,cex=0.35)
qqnorm(est1000[,4])
abline(-0.989817,0.102103)
title(main=’Metode: Taylor med variansreduktion. n=1000’,cex=0.35)
dev.off()
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C.6 Program 6.

DetteS-PLUS-programtegnerdefire udfaldsstierfor model1, seafsnit4.1,somvi harfrembragt
vha. Pascal-programmeti AppendiksA afsnit A.28. Resultatetaf at køre programmeter vist
i figur 17, se delafsnit 4.1.2.

cir1_matrix(scan(’cir_1 _10_1_1000_05.res1’),ncol=2,byrow=T)
cir2 _matrix(scan(’cir_1_10_1_1000_05.res2’),ncol=2, byrow=T)
cir3_matrix(scan(’cir_1_10_1 _1000_05.res3’),ncol=2,byrow=T)
cir4_matrix(scan(’cir _1_10_1_1000_05.res4’),ncol=2,byrow=T)
x1000_seq(0,500,0.5)
ps.options(horizontal=F)
postscript(’cir_1_10 _1.ps’)
par(mfrow=c(4,2),omi=c(.5,0,.5,0))
plot(x1000,cir1[,1],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’1.koordinat’)
plot(x1000,cir2[,1],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’1.koordinat’)
plot(x1000,cir1[,2],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’2.koordinat’)
plot(x1000,cir2[,2],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’2.koordinat’)
plot(x1000,cir3[,1],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’1.koordinat’)
plot(x1000,cir4[,1],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’1.koordinat’)
plot(x1000,cir3[,2],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’2.koordinat’)
plot(x1000,cir4[,2],type=’l’,xlab=’tid’,ylab=’x(t)’,xlim=c(0,500 ))
title(’2.koordinat’)
{mtext(outer=T,
’1000 observationer (delta=0.5) fra model1 simuleret med alfa=1, beta=10 og c=1’
,cex=1)}
dev.off()
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