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Indledning.

Vi skali dettespecialesepa simulationsbaseredestimationsmetoddor diskretobserverede
diffusionsprocesser Datamaskinerderegningskapacitdbrbedrestil stadighed,sa computer-
basered@stimationsmetoderil nok fa stadigstgrrebetydningindenforomraderaf statistikken,
som er vanskeligeeller umulige at behandleud fra teoretiskeangrebsvinkler. Diffusionspro-
cesserer til dels et omrade af dennetype, idet det ofte er sveertat estimereparametrend
diffusionsprocesseteoretisk.

Kapitel 1 har ikke direkte noget med diffusionsprocesseat gagre og kan fint brugesi
andresammenkenge.Vi seri dettekapitel pa emnetcomputer-genererededfald af stokastiske
variable. Det er klart, at enhversnakom tilfeeldighedi en computerhgijst kan blive en halv
sandhed,idet den enesteform for tilfeeldighed ved en computerer ventetidenpa det naeste
sammenbrudsomskermedsandsynlighed indenforoverskuelighremtid og daaltid pa detvaerst
teenkeligetidspunkt— en del af Murphyslove. Vi finder dog nogle algoritmertil genereringaf
normalfordelteudfald, somer megetgode,samtnoglealgoritmertil genereringaf gammafordelte
udfald, som er brugbare. Basisfor genereringaf udfald fra diversefordelingerer altid udfald
fra denuniformefordeling pa intervallet]0, 1[, og vi viser, at dengeneratorsomvi haranvendt,
giver udfald, som ikke kan skelnesfra uafhaengige’(0, 1)-fordelte udfald. | Kapitel 1 servi
endvideregpa et parmetodettil estimationaf denukendteparameter enstatistiskmodel. Denene
metodeer envariansreducerendariantaf denandengdetvil sige,atvarianseraf estimatebliver
mindre,i forhold til denoprindeligemetode,nar vi anvenderen variansreducerendaetode.

| Kapitel 2 indfarer vi diffusionsprocessernegg vi finder nogle metodertil simulering
af disse. Vi ser dernsesipa estimationaf parametrené en diffusionsproces/ha. de linesere
estimationsfunktionerl denforbindelseanvendesienvariansreducerendeetodefra Kapitel 1.
Endelig afpravervi metodernepa et eksempelog vi seri hvert fald en tidsmeessiggevinstaf
den variansreducerendmetode.

| Kapitel 3 servi pa estimationvha. approksimativiikelihood inferens. Det, somvi gar, er,
atvi pa passendeis approksimeretog-likelihoodfunktionerfor diffusionsprocesseng dernaest
finder estimateffor parameterersomeventueltkan veereflerdimensionalyed at maksimereden
approksimativelog-likelihoodfunktion. Grundentil, at man approksimerergr, at det ofte er
sveertat finde ovelgangsteethederrfer diffusionsprocessarg dermedsveertat finde et i praksis
brugbartudtryk for densaedvanligdog-likelihoodfunktion. Vi afprevermetodenpa et eksempel
og fari denforbindelsebrugfor en numeriskmaksimeringsprocedurepmkan finde maksimum
uden brug af differentiation, idet det er sveert, for ikke at sige umuligt, at differentiereden
approksimativelog-likelihoodfunktion.

| Kapitel 4 servi pa stokastiskevolatilitets modeller, og vi kommer med et forslag til
en simulationsbasereg¢stimationsmetodéor dennetype diffusionsprocesser.Hvorvidt denne
metodeer brugbar er lidt uvidst,dade praktiskeundersggelsena sigesat veerei denindledende
fase.

Vi haranvendtprogrammeringssprogéascatlil de praktiskedeleaf specialetpg program-
merneer gengiveti AppendiksA. Man kan naturligvisdiskutere,om alle disseprogrammeiskal
med eller e}, men de repraesentereliog en veesentligdel af arbejdsbyrden.






1 Simulering.

1.1 Generering af stokastiske variable.

Nar man skal simulere, har man brug for at frembringe udfald fra stokastiskevariable.
Ved simulering af diffusionsprocessehar man f.eks. brug for udfald fra normalfordelingen
og gammafordelingen. Der findes utallige metodertil genereringaf disse udfald, og vi vil
i det falgendesammenligneet par stykker af disse. Man kan endviderebenytte forskellige
programmeringssprogller faerdige programpakker. Vi har valgt at bruge Berkeley Pascal
krydret med et par C-funktionerog C-procedurer(programmeringssprogél), men det er nok
en overvejelseveerd,om man har tid til at leereet af de nyeresprog (f.eks. C), somdels har
flere nyttige indbyggedeunktionerog delsgiver en bedreudnyttelseaf de nye hurtigemaskiner.
Programmern&garerganskeenkelthurtigere,sai detlangelab er laerepengensikkertgivet godt
ud. Vi har endvidereanvendtprogrampakkers-PLUStil tegningaf blandtandetQQ-plot.

1.1.1 Tilfeeldige tal pa computer.

Et tilfeeldigt tal er i computersammenhaenget udfald fra den uniforme fordeling pa
intervallet]0, 1[. De tilfeeldige tal er voresudgangspunktil frembringelseaf udfald fra andre
fordelinger. En computerkan i sagensaturikke give os rigtige tilfeeldige tal, mender findes
efterrandengode algoritmer,som genereresakaldtepseudo-tilfeeldigeaal. Vi har overaltbrugt
C-funktionen drand48 som skulle give nogle gode tilfeeldige tal. Med gode tilfeeldige tal
menes,at hvis vi generereren fglge af pseudo-tilteldigetal, sa kan de ikke skelnesfra en
fglge af uafhaengigeudfald fra den uniforme fordeling pa ]0,1[. For ikke at fa den samme
falge af pseudo-tiléeldigetal hver gang, skal generatorennitialiseres. | vorestilfeelde gares
dette med C-procedurersrand48samt C-funktionentime — time(0) giver antal sekundersiden
1. januar1970. Vi initialisereraltsa talgeneratorewed at skrive linien srand48(time(0))i vore
programmer— naturligvis far kald af drand48

Test af talgeneratoren.

Da megetaf simuleringernedroveerdighedigger i, at de pseudo-tilfeeldigegal er gode, vil
vi udfarenoglefa testaf talgeneratorenDa det er enindbyggetfunktion, og vi derforikke ved
hvordantalleneegentligfrembringes kan vi kun testedenvha. empirisketest. Helt praecistvil
Vi generere x 1000 pseudo-tilfeeldiggal, hentedemoveri S-PLUSog dér lave QQ-plot samt
histogrammerfor at tjekke, om de faglger en U(0,1)-fordeling. For at testeuafhaengighedenyjl
vi tegneautocorrelationsfunktionesamttegne(zy, . .., z,—1) opmod (zo, . .., z,), detvil sige,
vi plotter punkterne(xy, x2), (z2, x3), ..., (zn—1,2,). Pascal-programméindesi AppendiksA
afsnit A.1, og S-PLUS-programmetindesi AppendiksC afsnit C.1. Resultatetaf karslener
gengiveti figur 1 — 4. Figur 1 og 2 giver ikke grundtil at betvivle antagelsermm, at de pseudo-
tilfeeldige tal stammerfra en U(0, 1)-fordeling. Figur 3 og 4 giver ikke grundtil at betvivle
antagelserom uafhaengighed.Det ser altsa ud til, at kvaliteten af vore pseudo-tilgeldigetal
er ganskegod.
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1.1.2 Generering af udfald fra normalfordelingen.

Problemet, med at frembringe udfald fra andre fordelinger ud fra udfald fra U(0,1)-
fordelingen, kan gribes an pa flere forskellige mader. Det mest preeciseer selvfglgelig en
1-1 transformationmeni praksiskan en sadantransformationveerefor tidskraevendepg man
kan derfor vaerengdttil at veelgemindre praecisemen hurtigerealgoritmer. Iseerfar i tiden— i
computersammenhaengeetyderdettefor 10-40 ar siden— var maskinerneofte for langsomme
til de preecisel—1 transformationerpg manbrugtederfor andrealgoritmer,somapproksimerede
dengnskeddordelingtilpas godt. De pseudo-tiléeldigetal var ofte ikke saerligtgode,sa manhar
maskeopraetnaesterlige sa goderesultatemedde approksimerendmenhurtigealgoritmersom
medde preecisel-1 transformationerSomvi alleredeharset,er vore pseudo-tilfeeldigeal gode,
og maskinerneer nu sa hurtige, atvi ikke vil ladeos ngje meddarlige approksimationsalgoritmer.

Vi vil kunsepafrembringelseaf gammaog normalfordelteudfald, menderer enomfattende
litteratur om andretransformationer se f.eks. Kelton & Law [11], Morgan [17], Ross[21]
samtreferenceri disse. Vi kan endviderenaevneDevroyes843 sider tykke bog [6] om emnet
“metodertil genereringfra diversefordelingef. Vi vil i dette delafsnitse pa tre metodertil
frembringelseaf normal fordelte udfald; Box—Muller metoden,Polar Marsaglia metodenog
Kinderman—Ramagalgoritmen. Den fgrsteer en 1-1 transformationden andener en variant
af denfgrste,og dentredje er en approksimationsalgoritméa 1976.

For at tjekke kvalitetenaf algoritmernehar vi for hver af de tre algoritmergenererei.0.000
udfald og vha. S-PLUStegnetQQ-plot samthistogrammer Vi harendvideremalt den CPU-tid,
der brugestil beregningaf 10.000.000udfald, s vi kan sammenligneeffektiviteten af de tre
metoder.Dennesammenligningaf hastighecharvi endviderdavet pa flere forskellige maskiner
med forskellig CPU-kapacitetog -hastighed.

Maling af CPU-tid.

Malingerneaf CPU-tidenvoldte en del kvaler. Der er ikke en indbyggetfunktion i Pascal,
menheldigvisfandtvi en C-funktiontil formalet. C-funktionenclockreturnerer(i et C program)
den CPU-tid malt i mikrosekundersom er brugt sidenfarstekald af clock For at fa tiden i
sekundema mansa divideremed 1.000.000(antalletaf mikrosekundepr. sekund).“Klokken”
springermed 10.000mikrosekundeiaf gangenog visesi C-sprogetsom unsignedinteger. For
atundga overlgbspringerdentil 0 efter kun 4295 sekundelCPU-tid, detvil sige,at naestekald
af clock viser tidsforbrugetsidenspringettil 0 — ikke tiden sidenfgrstekald af clock | Pascal
findestypen unsignednteger ikke, sa her regnesi integer Funktionenclock starterogsa her i
0, menspringertil minint (mindsteheltal; —2.147.483.648)nar den kommertil maxint (starste
heltal; 2.147.483.647)det vil sige, at neestekald af clock blot viser det heltal (positivt eller
negativt),som “klokken” er naettil. Vi klarer problemernepa falgendemade:

e Vi kalderclock sa ofte, at der hgjster &t spring fra maxinttil minint sidensidstekald.

e Hvis der ikke har veeretet spring, opggregidsforbrugetsidensidstekald som:
CPU_forbrug= CPU_new- CPU_old.

e Hvis der har veeretet spring, opggrestidsforbrugetsidensidstekald som:
CPU_forbrug= maxint— CPU_old+ CPU_new— minint + 1.
Bemaerk,at vi leeggerl til, da punktetminint skal teellesmed. Dette svarerjo til, at minint
er det naestepunkt, maxint-1, efter maxint



Det sidstepunkt indsesmaskelettestvha. falgendelille tegning:

| |
minint CPU_new 0 CPU_old maxint

Figur 5: Den tykke linie angiver CPU-forbruget.

Box—M uller metoden.

Denne metodestammerfra Box og Miulllers artikel [4] fra 1958 og er som sagten 1-1
transformationaf U(0, 1)-fordelte variable. Den far i litteraturenofte skyld for at veere for
langsom, idet der indgar nogle trigonometriskefunktioner. Tidligere var algoritmernetil
beregningaf trigonometriskefunktioner nemlig ret langsomme,meni dag (i hvert fald pa
vore maskiner)er der indbyggetnogle hurtige algoritmer, og som vi skal se, er Box—Miiller
metodenfaktisk den hurtigsteaf de tre metoder,vi betragter. En ting, man kan udnytte ved
algoritmen,er, at vi far to udfald ved hvert gennemsb. Vi skal altsa kun brugedet halve antal
gennemlglfor at fa det sammeantal udfald, somf.eks. Kinderman—Ramagalgoritmengiver.
Der er endvidereingen “rejectionled”i dennealgoritme,sa hvis vi kommermedto uafteengige
U(0, 1)-fordeltevariable,sa far vi to uafheengigeV (0, 1)-fordeltevariablehver gang. Ved Polar
Marsaglia metodensker dette kun cirka tre ud af fire gangeog ogsa i Kinderman—Ramage
algoritmen,indgar der nogle “rejectionled”.

Box—Muller algoritmen.
Lad U; og U, veereuafhaengigd/(0, 1)-fordelte stokastiskevariable.
Lad

X1 =+/-2-In(Uy) - cos(2 -7 - Us)

0g
XQZ —2-111(U1)-Sin(2-7r-U2).

Da er X; og X» uafhaengigeVN (0, 1)-fordelte stokastiskevariable.

Bevis.
Lad
R=+/-2-In(ly) og O=2-7-Uy,
sa har vi, jfr. Hoel, Port & Stone[8] side 118-119,at
1
R? ~ E(3) og  ©~U(02n),

og de er uafhaengige.
Ladervi nu (R, ©) veerede poleerekoordinaterfor et punkt (X,Y) i R?,

A




sa ved vi, at
X =R cos(0O) og Y =R-sin(0).
Vi far derfor, at
X24Y? = B2 (cos2(0) +sin2(©) = B2 og O = arctané).

Lad os finde den simultaneteethedfor (X,Y):
Vi har transformationen

T(r2,0) = (Vr2 - cos(8), Vr2 -sin(6)) = (z,y),

sa Jacobianterbliver

d(Vr2.cos(0))  O(/r2-sin()) 1
2 2V/r2 2V/r2 = .

cos() sin(6)
T =i | =
a(\/r_a'zos(e)) a(\/T_a'Zln(e)) ‘_\/7«_2 . Sln(e) \/7"_2 . COS(G) 2
Da R? og © er uafhaengigefar vi fglgendesimultanetsethed:
_2 1
freo(r?,0) = T oo

Idet vi bemeerker,at (r2,0) = T-1(z,y), giver den almindelige transformations®tning, jfr.
Hoffmann—-Jagensen[9] formel (8.2.2), at

e , V2> 0,6 €0, 2x].

[N

fre(T™ (z,y)) 1 2 1

= ’ =92._. PR—
1 @2 +y?) 1 22 1 y2

= — e 2 — e 2. e 2 , v:[;’ ER
2m V2T V2T Y

Heraf servi, jfr. Hoel, Port & Stone[8] side 143-144,at X og Y er uafheengigesamtat de
beggeer N(0,1)-fordelte.

O

Et Pascal-programsomfrembringer10.000udfaldfra N (0, 1)-fordelingenvha. Box—Miuller
algoritmen,findesi AppendiksA afsnitA.2. Ved hjeelpaf S-PLUS,se AppendiksC afsnitC.2,
far vi det QQ-plot og histogram,somer vist i figur 6. Det serjo virkelig godt ud.
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Figur 6: Kontrol af Box—Miuller metoden.



Et Pascal-programsom maler hvor megetCPU-tid, der brugestil genereringaf 10.000.000
udfald vha. Box—Mliller algoritmen,kan findesi AppendiksA afsnit A.3. Resultateter vist i
tabel 1, hvor vi sammenlignemed de to andrealgoritmerog forskellige maskiner.

Maskine\ Metode Box—Mdller PolarMarsaglia Kindermar-Ramage
elrond 49.54 51.67 80.91
gandalf 51.17 54.36 87.40
smaug 54.57 56.97 89.44
denethor 61.14 64.92 106.18
saruman 72.61 72.68 120.69
frodo 84.19 90.22 151.04
sauron 95.38 99.78 162.62

Tabel 1: Sammenligningaf metodertil frembringelseaf normalfordelte udfald ved maling
af den CPU-tid der brugestil genereringaf 10.000.000udfald.

Polar Marsaglia metoden.

PolarMarsagliametodenpfte blot kaldetPolarmetodenyar, dadenkomfrem, enforbedring
af Box—Muller metoden,som undgik brugenaf trigonometriskefunktioner. Metodener fgrste
gang beskreveti Marsagliaog Brays artikel [16] fra 1964. | artiklen beskrivesegentlig en
algoritme af sammetype som Kinderman—Ramagdjvor forskellige approksimationestykkes
sammenpg Polarmetodenbenytteskun til frembringelseaf punkteri “halen”.

Marsaglia algoritmen.

1. Geneeér to pseudo-tilgeldigetal u; og us. Ladv; =2-u; —1fori=1,2 ogw = v% + v%.

2. Hvis w > 1 (ellerw = 0), sagatil trin 1. Ellerslad y = /—2-In(w)/w, 21 = v1 - y
0g r2 = v - Y.

O

Problemetw = 0 skeri teorien med sandsynlighecdhul, men pga. ungjagtighedernved
repraesentatiopa en computerer w i praksislig nul i etlille interval omkring nul og derfor med
positiv sandsynlighedFor at undga problemetmed at programmestandserfordi vi forsggerat
beregndogaritmenaf nul samtdivideremednul, harvi derfor tilfgjet, at w skal veereforskellig
fra nul. Vi bemaerkerat deri punkt 2 er et “acceptance-rejectionled” Sandsynlighedeffor
acceptkan let beregnes:

Vi bemeerker,at v, og vy er U(—1,1)-fordelte,sa (v1, v2) er et punkti et kvadrataf areal
fire. Vi accepteresa punktet,hvis dettillige ligger pa enhedsdiskerdvs. hvis v +v? < 1.
Acceptsandsynlighedeer derfor

arealaf enhedsdisken =
P(accept = = — = 78.54%.
( 2 arealaf kvadraten 4 %




Trods det lidt modstridenda, at vi smidernaesterhvert fierde par af pseudo-tilfeeldigdal
vaek, var metoden,da den kom frem, hurtigere end Box—Miiller metoden,idet man undgar
kald af cosinus-og sinusfunktionerne.Et bevis for, at hvis U; og U, er uafhaengigd/(0, 1)-
fordelte stokastiskevariable,og (1, V3) ligger pa enhedsskivensa er X; og X, uafhaengige
N(0, 1)-fordelte variable, kan findesi Morgan[17] afsnit4.2.2 eller Devroye[6] afsnit4.4.

Et Pascal-prograntii dennemetodefindesi AppendiksA afsnit A.4, og resultateter vist
i figur 7. Somvi serog forventede er kvalitetenlige sa god som ved Box—Miiller metoden.
Pascal-programmenodificerespa sammemadesomved Box—Miiller metodertil at male CPU-
forbruget, og resultateter vist i tabel 1. Vi ser, at Marsagliaalgoritmenbrugerlidt lsengere
tid end Box—Milller algoritmen! Argumentetfor at bruge Polar Marsagliametodenholder altsa
ikke leengere.
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Figur 7: Kontrol af Marsagliaalgoritmen.

Kinderman —Ramage metoden.

Denne algoritme skulle veere megethurtig, jfr. bla. Kelton & Law [11] side 491-492.
Den er dog nogetmerekompliceret,og sa vidt vi kan se hverkenseerligeffektiv eller praecis. |
Kindermanog Ramagesrtikel [13] fra 1976sammenligneforskelligemetodettil frembringelse
af N(0,1)-fordelte variable. De sammenlignerbla. Polar Marsagliaalgoritmen, algoritmen
beskreveti Marsaglia& Bray [16] samt selvfglgelig deresegenalgoritme. De konkluderer,
at deresalgoritme er hurtigst, men ser ikke pa kvaliteten. De bemaerkerdog, at man for en
given maskinebgr prave og sammenligndlere forskellige algoritmer,da en algoritme,som er
hurtigstpa én maskine jkke nadvendigviser det pa en andenmaskine.De har faktisk pravetpa
to forskellige maskiner,og der er hele to eksemplerpa, at en algoritme, som er hurtigereend
en andenalgoritme pa den enemaskine,er langsommerga den andenmaskine. Vi seringen
eksemplerpa dette feenomeni tabel 1, s vi kan med sindsrobruge den sammealgoritme pa
alle maskinerne Af tabel1 kanvi endviderese, at elrond er den hurtigstemaskine. Vi vil her
blot gengivealgoritmenog henvisettil agumentationem artiklen. Overalthvor der star geneér,
menesfrembring et pseudo-tilfeeldigttal, og hvor der star returrér z, menesstop algoritmen,
x er det gnskedetal.

Et Pascal-prograntil Kinderman—Ramagalgoritmenfindesi AppendiksA afsnit A.5, og
resultateter vist i figur 8. Den centraledel af QQ-plottetser helt fin ud, men det gar da helt
galti halerne.Histogrammetr lidt skeevmedfor megetveegti dennegativedel. Det ville vist
veerelidt af en pastandat kalde disseudfald normalfordelte.



Kinderman—Ramage algoritmen.
Seeté = 2.216035867166471.

1.

Geneér u. Hvis u < 0.884070402298758, sa geneér v 0g
returrer v = ¢ - (1.131131635444180 - u + v — 1).

Hvis « < 0.973310954173898, sa ga til trin 4.

Geneér v og w. Seett = ¢2/2 — In(w). Hvis v? -t > £2/2, sa gentagtrin 3.
Ellers hvis u < 0.986655477086949, sa returrér x = /2 - t. Ellersreturréerz = —v/2 - ¢.

Hvis « < 0.958720824790463, sa ga til trin 6.

Geneér v og w. Seetz = v —w og t = £ — 0.630834801921960 - min(v, w). Hvis
max (v, w) < 0.755591531667601, sa ga til trin 9. Hvis 0.034240503750111 - || < f(¢),
sa gatil trin 9. Ellers gentagtrin 5. Her er f(t) = ¢(t) — 0.180025191068563 - (£ — [t])
for |t| < & (opfyldt pr. konstruktion),med ¢(t) = exp (—t2/2)/v/27 (teethedfor N (0, 1)-
fordelingen).

Hvis u < 0.911312780288703, sa ga til trin 8.

Geneérv ogw. Seet: = v—w 0gt = 0.479727404222441+1.105473661022070 - min(v, w).
Hvis max(v, w) < 0.872834976671790, sagatil trin 9. Hvis 0.049264496373128-|z| < f(t),
sa ga til trin 9 (f(t) — se underpunkt5). Ellers gentagtrin 7.

Geneér v og w.

Seetz = v — w 0g t = 0.479727404222441 — 0.595507138015940 - min(v, w).
Hvis max(v, w) < 0.805577924423817, sa ga til trin 9.

Hvis 0.053377549506886 - |z| < f(t), sa gatil trin 9 (f(t) — seunderpunkt5).
Ellers gentagtrin 8.

Hvis z < 0, sa returrér z = ¢. Ellers returrer z = —t.
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Figur 8: Kontrol af Kinderman—Ramagalgoritmen.
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Programmemmodificerestil maling af CPU-forbrugetpa sammemadesomved Box—Milller
metoden,oqg resultateter vist i tabel 1. Vi ser, at dennealgoritme tager betragteligtleengere
tid end de to andrealgoritmer! Det kan selvfglgeliggodt veere,at programmetkan forbedres,
men naeppenoget der gar dennealgoritme hurtigereend de to andre. Der er endviderealle
mulighederfor at tasteforkert, nar ovenshendealgoritmeskal implementeres- endnuen grund
til at vaelgeen mereoverskueligalgoritme. Kvaliteten af halerneer ogsa sa darlig, ikke mindst
sammenlignetedde to andrealgoritmer,at det ikke kan betalesig at spilde meretid pa denne
algoritme. Den var sikkert god i 1976, mennu er denvist kun et godt eksempelpa, at det er
veerd at overvejehvilken algoritme, man skal benytte.

1.1.3 Generering af udfald fra gammafordelingen.

| dettedelafsnitskal det sa handleom genereringaf udfald fra gammafordelingenSomved
normalfordelingerfindesder et hav af metoder— se Devroye[6] afsnit IX.3. Vi vil herkun se
pa nogle fa metoder,som er identiske med de metoder,der er angiveti Kelton & Law [11].
Metoderneer der af acceptance-rejectiotypen— sef.eks. Kelton & Law [11] delafsnit8.2.4,
Morgan[17] afsnit5.3 eller Devroye[6] afsnitll.3 for en neermereggennemgan@f acceptance-
rejection metoden.

Dette delafsnit er et ngdvendigtredskab, nar vi i Kapitel 4 skal simulere stokastiske
volatilitets modeller. Vi vil ikke argumenterefor, hvorfor og hvordan algoritmernevirker,
men blot tjekke dem vha. QQ-plot. Det ville naturligvis veereet interessanemnei sig selv
at verificere de forskellige algoritmer, men af tidsmeessigearsagerma vi afsti fra at give en
naermeregennemgander.

Farvi gari gangmedat opskrivealgoritmernegr detenfordel at selidt pa nogleegenskaber
ved gammafordelingenl Lemma2l nedenforopremsesogle resultater,som er velkendtefra
ethvertintroducerendéursusi sandsynlighedsteort sef.eks. Hoel, Port & Stonel8].

Lemma 1.
Lad X ~ I'(a, A\), hvor o > 0 og A > 0. Da geelderfglgende:

). ¢ X ~ T(a,\¢c) , Ve > 0.
ii). Hvis a = 1, vil X ~ E(A),

lii). Hvis @ > 0 er heltallig, har vi falgendefordelingsfunktionfor X:

1 a=1 (Az)k-er= >0
Fx(z) = _kon Lz

,r <0
O

Af Lemmal punkti) servi, at vi kan ngjesmed at generereudfald fra I'(«, 1)-fordelingen. Vi
vil endvidereopdeleproblemet udfaldfra gammafordelingerivor0 < a < 1,a =1o0ga > 1.

Algoritme for 0 < @ < 1.

Nar vi senereskal anvendeudfald fra gammafordelingenhar vi teoretisksetikke brug for
en algoritmefor 0 < a < 1. | praksisviser det sig dog at veerengdvendigt,og vi vil derfor
gengivedenalgoritme,somer neaevnti Kelton & Law [11] delafsnit8.3.4. Algoritmen stammer
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oprindeligt fra Ahrensog Dieters artikel [1] fra 1974 og er som sagtaf acceptance-rejection
typen. En neermerggennemganganfindesi Ahrens& Dieter[1] eller Kelton & Law [11], hvor
algoritmenkaldesGS. Den kan faktisk ogsa brugesfor o = 1, hvilket vi dogikke vil udnytte.

Ahrens& Dieter algoritmen.
Seeth = eJ“TO‘ , hvor e = exp(1) = 2.718281828459045235360287.

1. Geneér to tilfeeldige tal u; 0g uy. Ladp = b-uy. Hvis p > 1, sa gatil trin 3.
Ellers ga til trin 2.

2. Ladz = pa . Hvis us < e~ , sd accepér z. Ellers gatil trin 1.

3. Ladz = —ln(b;—p) . Hvis uy < 2%~ ! | sh accepér z. Ellersgatil trin 1.
O

For at beregnep= benyttesomskrivningenps = ¢!n(®
at 21 = ela—1)In(z)

) = ¢ . Tilsvarendebenyttervi,

| AppendiksA afsnitA.6 findeset Pascal-progrartil genereringaf 10.000udfaldfral’(«, 1)-
fordelingenvha. Ahrens—Dietemlgoritmen. Vi harfor tre a-veerdiersimuleret3 x 10000 udfald
og dereftertegnetde tilhgrendeQQ-plot vha. S-PLUS,se AppendiksC afsnit C.3. De ni QQ-
plot er vist i figur 9. Vi ser, at algoritmenikke er fantastiskgod ved helt sma veerdieraf «,
men derudoverser det helt fint ud.

AD med alfa=0.02 AD med alfa=0.02 AD med alfa=0.02

4
4
2 3 )

qgamma(ppoints(AD11), 0.02)
1

qgamma(ppoints(AD12), 0.02)
qgamma(ppoints(AD13), 0.02)

o

[ 1 2 3 [ 1 2 3 00 05 10 15 20 25
sort(AD11) sort(AD12) sort(AD13)

AD med alfa=0.33567 AD med alfa=0.33567 AD med alfa=0.33567

qgamma(ppoints(AD21), 0.33567)
qgamma(ppoints(AD22), 0.33567)
qgamma(ppoints(AD23), 0.33567)

T T L e
[ 2 a 6 8 [ 2 4 3 8 o 1 2 3 4 5 6
sort(AD21) sort(AD22) sort(AD23)

AD med alfa=0.98 AD med alfa=0.98 AD med alfa=0.98

qgamma(ppoints(AD31), 0.98)
qgamma(ppoints(AD32), 0.98)
qgamma(ppoints(AD33), 0.98)

sort(AD31) Sort(AD32) Sort(AD33)

Figur 9: Kvalitetskontrolaf Ahrens—Dieteralgoritmen.
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Pa sammemade som ved genereringfra normalfordelingen se Appendiks A afsnit A.3,
modificeresPascal-programméit maling af denCPU-tid, derbrugestil genereringaf 10.000.000
udfald fra gammafordelingerha. Ahrens-Dieteralgoritmen. For at tjiekke en pastand Ahrens
& Dieter [1], om at CPU-forbrugeter starstfor o = 0.8, vil vi underggelidt flere veerdieraf
«, endde veerdiervi anvendteved QQ-plottene.Resultatetaf detteer vist i tabel 2. Vi ser, at
CPU-forbrugetaftager,nar o gar mod nul, og at pastandenpm at CPU-forbrugeter starstfor
a = 0.8, serud til at passe.Vi barvel i denneforbindelsenaevne at vi har anvendtmaskinen
elrond under dissetidsmalinger.

o 0.02 0.33567 0.7 0.8 0.9 0.98 1
CPU-forbrugi sek. 93.83 115.63 129.73 130.65 130.02 126.51 12151

Tabel 2: Maling af CPU-forbrugetved genereringaf 10.000.000udfald fra
I'(a, 1)-fordelingenvha. Ahrens—Dieteralgoritmen.

Algoritme for o = 1.

Somvi sai Lemmal punktii), kan tilfeeldet o = 1 klares med eksponentialfordelingen.
Detteggresi praksisvha. nedensiende_emma2. Bemeerk,atvi hermedhar givet enalgoritme
til genereltat frembringeudfald fra eksponentialfordelingenLemma?2 er et velkendtresultat
og viseslet vha. resultaterfra Hoel, Port & Stone[8], sa bevisetudeladesher.

Lemma 2.
Lad U ~ U(0,1) og seetX = —In(U). Da geelder,at X ~ E(1).

Bemaerkning.

Faktisk kendesfordelingsfunktioneno eksplicit for alle heltallige veerdieraf «, se Lemmal
punktiii), og dettefaktum kan sikkert udnyttestil at lave en algoritmefor alle heltallige o’er.
Vi vil dog ikke undersggealette aspektnaermere.

O

| AppendiksA afsnitA.7 findeset Pascal-progrartil genereringaf 10.000udfald fra E(1)-
fordelingen. Vi har generereB x 10000 udfald og tegnetde tilhgrendeQQ-plot vha. S-PLUS,
seAppendiksC afsnitC.3. De tre QQ-ploter visti figur 10. Vi ser,at kvalitetener ganskegod.
Ved maling af den CPU-tid algoritmenbrugertil at frembringe10.000.000udfald, finder vi, at
dettager42.85sekunder.Vi harigen anvendtmaskinenelrond Dennealgoritmeer altsa cirka
tre gangesa hurtig som Ahrens-Dieter algoritmenfor a = 1, setabel 2.

10
10
10

gexp(ppoints(EAL))
gexp(ppoints(EA2))
gexp(ppoints(EA3))

T T T T T T T T T T T T T T T
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 0 2 4 6 8
Sort(EAL) Sort(EA2) Sort(EA3)

Figur 10: Kvalitetskontrolaf algoritmenfor eksponentialfordelteidfald.
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Algoritme for « > 1.

Den fglgendealgoritme stammerfra Chengsartikel [5] fra 1976. En udfarlig beskrivelse
kan findesder, og vi vil ikke argumenterefor gyldighedenher. Vi vil dog om lidt tjekke, om
udfaldenefra algoritmernekan antagesat stammefra en gammafordeling.

Chengsalgoritme.
Seeta = \/2.}1—_1, b=a—In(4)ogc = a+1i.

1. Geneer to tilfeeldige tal u; 0g us.

2. Seetv = a-In(-)o0gzr = a - €.

1—u

3. Hvisb+c-v—a > In(u?-uy), saaccepbr z. Ellersgatil trin 1.

O

Denne algoritme modificeresi Cheng[5] ved indsaettelseaf et “pretest” for trin 3. Derved
undgaesendel beregningeaf logaritmefunktionen trin 3. Ideenmedpretesteer, at betingelsen
i pretesteter steerkereend betingelsen trin 3, og dettevil vi agumentereor om lidt.

Chengsalgoritme med pretest.

Seeta = \/2.}1—_1, b= a—1In(4), cza—i—%, 6 =4509d =1+ 1In(h).

1. Geneer to tilfeeldige tal u; 0g us.

2. Seetv =a-In({%-), v = a- e, z=ud up 00T =b+c-v— .

3. Hvisf# -z —1r < d, saaccepérz. Ellersgatil trin 4.
4. Hvis r > In(z), sa accepér x. Ellers ga til trin 1.

O

Vi bemeerkerattrin 1 og 4 samtdenfgrstedel af trin 2 er identiskemedtrin 1, 2 og 3 i Chengs
algoritmeudenpretestmenstrin 3 er detomtaltepretest.Pretesteer ganskeenkeltenudnyttelse
af denvelkendteulighed,z — 1 > In(x) Vo > 0. Hvis vi laderz = 6 -z, medf > 0 0ogz > 0, sa
farvi nemlig,atf-z—1—1In(#) > In(z) ¥ > 0 Vz > 0. Vi harderfor,athvisr > 6-z—1—1In(9),

saerr > In(z), detvil sige, at hvis betingelseni trin 3 er opfyldt, sa er betingelseni trin 4

ogsa opfyldt. Parametered skal vaereskarptstarre end 0, men kan ellers veelgesfrit. Ifglge

Cheng[5] har valgetaf # ikke den storebetydning,mender har man altsa valgt 6 = 4.5.

Vi vil undersggevalitetenaf udfaldenefra dissegeneratorersammenlignenastighederne
samtundersggepm derkanveeretid at spareved at sendrepa vaerdienaf 4. Vi beneerker,at der
pga. af konstanterne:, b og c er en tidsmaessigorskel pa, om vi skal genereremangeudfald
fra sammegammafordelingller mangeudfald fra gammafordelingemedforskellige parametre.
En af de 6-veerdier,vi vil undersggeer 6§ = 1, idet algoritmenbliver paenerd dettetilf selde—
delsfordi In(f) = 0 ogdelsfordi §-z = z, nard = 1. For# = 1 farvi derforfalgendealgoritme.
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Algoritmen med pretestfor 6 = 1.

Seta = \/2-104——1’ b=a—In(4)ogc=a+Li

1. Geneer to tilfeeldigetal u; og us.

Saetv:a-ln(lflul), r=a-e’, z:u%-m ogr=b+c-v—u.

2
3. Hvis z —r < 1, sa accepér x. Ellers ga til trin 4.
4. Hvis z > In(z), sa accepér x. Ellers ga til trin 1.

O

| AppendiksA afsnitA.8 og A.9 findesPascal-programmeit genereringaf 10.000udfaldfra
I'(a, 1)-fordelingenvha. henholdsvisChengsalgoritme (CA) og Chengsalgoritme med pretest
(CAMP). Vi barnok lige neevne at compileringaf CAMP giver advarsebm, at eksternekald til
label 1 og label 2 er ulovlige. Dette skyldes,at disselabelsindgar i en DO-lgkke. Vi hartegnet
QQ-plot ved tre forskellige veerdieraf « for CA, for CAMP medf = 4.5 og for CAMP med
0 = 1. For CAMP medéf = 1 harvi dog modificeretprogrammetefter forskrifteni algoritmen
ovenfor. QQ-plotteneer lavet vha. S-PLUS, se AppendiksC afsnit C.3, og resultateter vist i
figur 11. Vi ser,atkvalitetenerrigtig godfor alle tre algoritmerog for alle devalgteveerdieraf «.

CA med alfa=2 CAMP med alfa=2 og theta=4.5 CAMP med alfa=2 og theta=1
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Figur 11: Kuvalitetskontrolaf Chengsalgoritmertil genereringaf I'(«, 1)-fordelte udfald for « > 1.

Pa sammemade som ved genereringfra normalfordelingen se Appendiks A afsnit A.3,
modificeresPascal-programmerniet til maling af den CPU-tid, som brugestil genereringaf
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10.000.000udfald fra gammafordelingenResultatetaf karslerne pa maskinenelrond er givet
i tabel3. Vi ser,at beregningstidemftager,nar o vokser,hvilket ogsa er naevnti Cheng|[5]. Vi
kanogsa se,at § = 4.5 synesat veereen udmaerketveerdifor i Chengsalgoritmemed pretest.

Algoritme a=2 a=33.567 a=68.33
CA 119.42 107.71 108.05
CAMP m. 6=1 118.36 107.32 107.26
CAMP m. 6=4.5 114.48 105.89 103.60
CAMP m. =10 116.19 103.60 103.97
CAMP m. #=1000 119.82 109.18 107.98

Tabel 3: Sammenligningaf CPU-forbrugetmalt i sekunderfor Chengs
algoritmerved forskellige a-veerdier.

1.2 En variansreducerende estimationsmetode.

Nar den ukendteparameter i en statistiskmodel skal estimeresgr man interesseret, at
estimatorerer god i den forstand,at den er middelveerdiret konsistentog har en lille “Mean
SquareError (MSE). Hvis vi antageraté eren middelvaerdiretestimatorfor 0, detvil sige
E[f) = 6, s harvi, at MSE bliver MSE(f) = E[(6 — 6)?] = E[(6 — E[0])?] = Var(f). Vi vil
derfor opré en bedreestimatorfor 4, i denforstandat MSE bliver mindre, hvis vi kan finde en
andenmiddelvaerdirestimatord, somhar mindrevariansendd. Til detteformal findesdiverse
variansreduktionsmetoderf.eks. “antithetic variables”,kontrol variable, stratificeretsampling
og “importancesampling”. Vi vil dog kun finde en variansreducere¢stimatorfor den basale
Monte Carlo estimator,se delafsnit1.2.1, ved hjeelp af en kontrol variabel, se delafsnit1.2.2.
Af litteratur om emnetvariansreduktionsmetoddsan vi f.eks. naevneMorgan [17], Kelton &
Law [11] og Rubinstein[22].

1.2.1 Den basale Monte Carlo metode.

Vi vil farst definereden basaleMonte Carlo estimator.Lad f : R — R veereen funktion
pa d-dimensionalekontinuertefunktioner. Lad X vaereen d-dimensionalstokastiskvektor og
antag at E[|f(X)]] < oco. Vi ersainteresseredeat estimeremiddelvaerdierd = E[f(X)]. Lad

M
{xU } —; veereeniid fglge af d-dimensionalestokastiskevektorermed sammefordeling som
X. Da defineresden basaleMonte Carlo estimatoraf ¢ ved

1 M
) - . (4)
e = 57 Z fX
j=1
Denneestimatorer en middelveerdiretestimatorfor 4, idet

Elfyc] = ZE[f D)) 2 B1f(X)] = 6.

Ifglge storetals steerkelov, sef.eks. Hoffmann—Jegensen9] kapitel 4, vil

0]\40 73 9’

M—oo
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s4 0, er ogsh en konsistentestimator,idet n.s.-konvegens medfgrerkonvegensi sandsyn-
lighed. Vi kan desudenbemeerke at

Var(Oyc) = Var(— Zf ' u—d % Var(f(X)), (1)

sa variansenpa Orrc afheengerklart af M, og vi kan gere variansenmindre ved at ggre M
starre. Vi har siledesalleredefundet én variansreduktionsmetoder ;¢

1.2.2 Kontr ol variable.

Lad os for simpelhedsskyld antageat vi skal estimered = E[X], hvor X er en stokastisk
variabel og E[|X|] < oo. Antag, at vi samtidig simulerer (eller observerer)en sekundaer
stokastiskvariabel Y, om hvilken vi ved, at den er korreleret (positivt eller negativt) med
denprimeerestokastiskevariable X. Endvidereskal Y haveen kendtmiddelveerdi,E[Y] = L.
Antagf.eks.,at X og Y er positivt korrelerede.Hvis vi nu observererat Y > p, detvil sige,
atY er forholdsvisstor, sa vil vi ogsa forvente,at X er forholdsvisstor, da de jo er positivt
korrelerededet vil sige X > 6. Vi gnskerderfor at justere X ned, sa den kommernaermere
6. Tilsvarendehvis Y < p, sa forventervi, at X < 6, og vil gernejustereX op. Vi bruger
alta Y til at bestemmehvilken vej X skal justeres- vi kontrollererX medY og kalderderfor
Y en kontrol variabel.

Spegsnaleter sa, hvor megetX skaljusteresmendettema jo afhaengeaf, delshvor langt
Y ligger fra u, og dels hvor stor korrelationenmellem X og Y er. Derudovervil vi gerne
bevare X's egenskabsom en middelveerdiretestimatorfor 4. Vi vil derfor benytte falgende
variabeltil at estimered med:

Z=X+c- (Y —p), (2)

hvor ¢ er den faktor, som bestemmerhvor stor justeringenaf X skal veerei forhold til den
observereddorskel mellemY og p, detvil sige, at ¢ er en skalerendefaktor. Bemaerk,at
E[Z] = E|X] somgnsket,da E[Y]| = n pr. antagelse.Man kan godt gare brug af mereend
én kontrol variabel, men vi vil ikke komme naermereind pa dennemulighed og henvisertil
Rubinstein[22] kapitel 2. Det er klart, at starrelseraf ¢ ma afhaengeaf korrelationenmellem
X ogY, ogi Lemma3 nedenforfinder vi denoptimaleveerdifor faktorenc.

Lemma 3.

Lad {(X1),YW)}M | veereen iid falge af stokastiskevektorer med sammefordeling som
(X,Y) og antag,at E[Y] = p og Cor(X,Y) # 0 .

Lad endvidere

ZW =x0 4 (YD —p) | j=1,... M.

Da er {Z(J')}J-M=1 eniid folge af stokastiskevariable med sammefordeling som Z, hvor Z er
givet ved formel (2).

Definér endvidere



Da geelder,at E[d] = ¢ , samtat faktorenc kan vaelges,sa Var(0) < Var(9yc).

Det optimale valg af faktoren ¢, det vil sige det ¢, som minimererVar(é) som funktion af
¢, vil vi betegnemed ¢*. Vi har, at

Cov(X,Y)
- Var(y)

og for dettevalg af faktorenc far vi falgendevariansaf estimatoren:

(Cov(X,Y))?

M- VCLT(Y) < VaT(eMc).

Var(é) = VaT(OAMC) —

Bevis.

Fra Hoffmann-Jggensen9] formel (2.8.15)0g (2.10.6) har vi, at {Z(j) jj‘il er eniid fglge af
stokastiskevariable.

Vi har, at

- ZE N g12) 2 BIX]+ ¢ (BIY] - p) = EIX] =9,

hvilket giver farste del af lemmaet.
Dernaestser vi, at

Var(é) = Var(Z)
0 s veminccnany @
W Var(Oye) + % Var(Y) + 2—MC - Cou(X,Y),
sa vi far, at
Var(0) < Var(fyc)
T
- Var(Y)+2-c-Coo(X,Y) <0
T
{C<_2~6;+((§7)Y> ,hvisc > 0
‘> _% , hvis ¢ < 0.

Bemaerk,at hvis Cov(X,Y) > 0, sa skal ¢ veelgesnegativ, og hvis Cov(X,Y) < 0, sa skal
¢ veelgespositiv. Da Couv(X,Y) # 0, kan ¢ findes,og vi har altsa, at ¢ skal veelgesi et af
falgendeto intervaller:

Jo, - 2T hvis Cov(X,Y) < 0
2.Cou(X,Y) : (4)
] — VT(Y-),O[ y hV|S COU(X, Y) > 0.
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For at finde minimumspunktefor Var(d) som funktion af ¢, differentierevi farst Var(6) én
gangmht. ¢ for at finde et ekstremumspunkt:

0 A B)2-c 2 B
%Var(ﬁ) = 37 Var(Y) + i Cov(X,Y)=0
)

. Co(X)Y)

T Var ) ©

og derefterendnuen gangfor at vise, at det fundneekstremumspunkeér et minimumspunkt:

Med dette valg af faktorenc far vi fglgendevarians:

3y @ v ar(d () 2
Var(0) = Var(6yc) + i Var(Y) + i Cov(X,Y)
)

B . (Cov(X,Y))? 2-Cov(X,Y)
=Var(@yc) + M- (Var(Y))? Var(Y) M Var(Y) Cov(X,Y)
B A (Cov(X,Y))?
= VarlOue) = 3rvaw)
Vi kan desuderbemaerkeat ¢* ligger i et af intervallernefra formel (4).
Ul
Bemaerkning.
For denoptimaleveerdic* kanvi ogsa opskrivevarianseraf estimatetpa falgendemade:
R X 2 . 2 .
Var() = Var(dyyo) - CPEY? @) Var(X) (ColXoV))? _ Var(X) o/ )

M -Var(Y) M M- -Var(Y) M

Heraf fremgar det tydeligt, at jo mere X og Y er korreleredejo starreer variansreduktionen.
Faktisk vil variansenaf den nye estimatorga mod nul, nar p(X,Y) gar mod -1 eller 1. Dette
svarerjo til, at hvis X og Y er fuldsteendigkorreleredesa ved vi praecist,hvor megetX skal
justeres. Vi kan endviderebemeerkeat variansenbliver mindre, nar M bliver stagrre. Denne
egenskabved 9Mc, sedelafsnit1.2.1, er altsa bevaret.

O

Hvordan bestemmes faktoren c i praksis?

Optimalt skal vi ifglge Lemma3 veelgec = ¢*, menoftester Cov(X,Y), og maskeogsa
Var(Y), ukendt, og dermeder ¢* ukendt. Dette problem ma vi sa klare ved at estimere
covariansenog eventueltvariansen. Vi kan f.eks. bruge en indledendesimulering, hvor vi
eventueltogsa finder 8¢, til at estimeredissestarrelser.| praksisvaelgervi altsa

*

. _Cou(X,Y)
P Var(Y) '

hvis kun Cov(X,Y) er ukendt,og indsetterendvidereestimatetfor Var(Y'), hvis denneogsa
er ukendt.
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Hvis Var(Y') er ukendt, estimeresdenneved

Var Z

som er en middelveerdiretestimator,idet
1 L d
o (1)y2 _ 2] Ud 2] _
Ely; ;(YJ )2 = 1?) F EY?] = u? = Var(Y).
J:
Her udnyttervi, at middelveerdienaf Y er antagetkendt. | Ross[21] side 121 foreshesdet
at bruge

1 M 1 M
2 _ G _ (k)y2
= . Y . Y
= g >
j=1 k=1
somjo ogsa er en middelveerdiretestimatorfor Var(Y'), menhvorfor ikke udnytteat E[Y] er

antagetkendt?
Vi ved, at

Cou(X,Y)=E[(X - E[X])- (Y — E[Y])],

sa vi kan estimereCov(X,Y) vha. fglgenderesultat.

Lemma 4.
Lad {(XU),Y@)}M  veereen iid folge af stokastiskevektorer med sammefordeling som
(X,Y) og antag,at E[Y] = u er kendt.
Da er
M 1 M
17 X))
=1 k=1

Cov(X Y)

en middelveerdiretestimatorfor Cov(X,Y).

Bevis.
Vi regnerblot pa middelvaerdien:
— 1 M
E[Cou(X,Y)] = > (X0 - 7 ;)ﬂ )
1 M . . . . M L M
:M_1'ZE[X(])'Y(])_X(])'“_M'ZX( M ZX
7=1 k=1 k=1
@ML_-{E[X-Y]—E[X]-M
ZE[ Z X0y W) 4 x0 . yO) 4 BIX)
j=1 k=1 ,k#j
1id M M -1 1
e | E[X] - BlY] - - - BlX - Y]}

— E[X-Y] - E[X] E[Y] = Cov(X,Y)
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Bemaerkning.
M.
Det kan let vises,at Lemma4 ogsa geaelder,hvis vi erstattery med ﬁ Y y ),
j=1

Derimod er

o 1 M ) 1 M .
Cov(X,Y) = 7 (x0) — —. Z)((’C)) (YW — )
=L k=1

ikke en middelveerdiretestimatorfor Cov(X,Y).

| Ross[21] side 121 formel (8.3) benyttesé?;u(X, Y) som estimatorfor Couv(X,Y), men
hvorfor ikke bruge en middelveerdiretestimator?

— M .
| Kelton & Law [11] benyttesCouv(X,Y) med ;. erstattetaf ﬁ - Y YW, menigen er der vel

j=1
ingen grundtil ikke at udnyttevoresviden om, at E[Y] = .

O
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2 Diffusionsprocesser.

Lad os betragteen d-dimensionalstokastiskdifferentialligning
dXy = b(t, Xy;0)dt + o(t, Xy; 0)dWy , t € [to, T], Xy, = x4, 0 € © C RY, (5)

hvorW erenr-dimensionaktandardVienerproces.Vedenlgsningpaintervallet[t,, T'] til denne
stokastiskedifferentialligning forstaes en stokastiskproces X, som opfylder den stokastiske
integralligning

¢ ¢
X = Xy + /b(s,Xs;H)ds+ /U(S,XS;H)CZWS , Vt € [to, T,

to tO

hvor det antages,at de to integraler eksisterer. En sadan lgsning kaldes en d-dimensional
diffusionsproceshvis vi har opfyldt visse svagebetingelserpa koeflicienterneb og o, som
sikrer, at den stokastiskeproces X er en Markov proces.

Driftskoefficienten
b [to, T] x R? — R?

og diffusionskoeficienten
o : [to, T] x R? — R¥*"

antagesat veere kendte bortsetfra parametererf, og vi vil drageinferensom 6 ud fra de
diskrete observationerX;,, X;,, ..., X¢,, hvor ¢ty < t; < --- < t,. Af bekvemmelighedsgrunde
vil vi senerdadeobservationstidspunkterneereaekvidistantedvs. t; =i-A,i=0,1,...,n. Vi
vil endviderefor det mestekun se pa det autonometilfzelde, altsa tilfaeldet hvor koeficienterne
er uafhaengigeaf tiden, detvil sige,at b(t, X;;0) = b(Xy;0) og o(t, X¢; 6) = o(Xy; 0).

Somsagter diffusionsprocessdaviarkov processerog vi vil ladep betegneoveilgangstethe-
den

p(sa z,t,y; 0) = th|Xs (y|$)

Likelihoodfunktionenfor @ er sa, pga. Markov egenskaberpa fglgendeform:

n

L”<9) = Hp(ti—lﬂXti—UtiaXti;g)’ (6)
=1

eller, hvis vi betragterdet autonometilfaelde, pa falgendeform:

n

L,(0) = Hp(Ai, Xty X4 0),
i=1

hvor A; = t; — t;_1. Vi bemaerkerat A; = A, nar tidspunkterneer aekvidistante. Det er
imidlertid oftestsveert at bestemmey og dermedlikelihoodfunktionen. | stedetfor maksimum
likelihood estimationaf # ma vi derfor ty til andremetoder.
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2.1 Entydig svag lgsning.

Det er klart, at det kun har mening at tale om statistiskinferens for en lgsning til en
stokastiskdifferentialligning, hvis en sadanlgsning eksistererog er entydigi fordeling. Fra
Kloeden,Platen& Schurz[14] afsnit2.2farvi nedensiendeDefinition 1. Vi bemaerkeratifalge
Hoffmann—Jagensen9] afsnit 2.8 er fordeling af X : (Q, 7, P) — (M, B), hvor (2, F, P) er
et sandsynlighedsrurag (M, B) etmaleligt rum, et sandsynlighedséi Py pa (M, B) givetved,
at Px(B) = P(X € B) = Pe X(B) ,VB € B.

Definition 1.
Lad X = {X;, t € [to,T]} og X = {X;, t € [to,T]} veereto vilkarlige Igsningertil den
stokastiskedifferentialligning(5). Lad Px = P e X og Py = P e X veeresandsynlighedsat
pa det malelige rum (C([to, T],R?), B), hvor B er den mindstes-algebrai C([to, T],R?), som
indeholderalle cylindermaengdernieC([to, T], RY). Detvil sige,atB er o-algebraerirembragtaf
meengdernd f € C([to, T],R?) | f(s1) € Bi,..., f(s;) € By}, hvor sy, ..., s, € [to, T, si # s;
fori # j, By,...,B, € B(RY), for r = 1,2, ...
DasigesX atveereen entydigsvaglgsning,safremtX og X er identiskfordelte,det vil sige,
safremt Px(B) = Py(B) , VB € B.

U]

Antagelsel.
Vi vil antage,at den stokastiskedifferentialligning (5) har en entydig svag |gsningfor alle
z, € R? 0og 6 € ©.

U]

Fra Pederserj18] far vi nedensiendeBetingelsel, og de relevantelitteraturhenvisninger
kan findes der.

Betingelsel.
Lad || - || betegneden euklidiske norm.

Bl). Foralle R € [tg, T] eksistereret K € |0, oo[, saledesat

lo(t,;0) —o(t,y;0)|| < K- [l - y[| og
1b(2, 2:0) = b(t, 4; 0)|| < Kg - [lv =yl

for alle ¢t € [to, R] og z,y € R?, hvor endvidere||z|| < R og ||ly|| < R.
B2). Foralle S € [ty, T] eksistereret Cs € |0, 00, saledesat
lo(t, @; 0)|| + 1[b(t, ;)| < Cg - (L + ||=]])
for alle t € [ty,S] og = € R

B3). d x d matricena(t,z;0) = o(t,z;0)o” (t, x;0) er positiv definit og dermedinvertibel for
alle t € [to,T] ogz € R?

O

23



Ifelge Pedersenl8] sikrer betingelsernd31) og B2), at denstokastiskalifferentialligningi
formel (5) har en entydig svaglgsning,og betingelsernéB1) — B3), at vi for hvertd € © har
en entydig familie {P ;. : s € [to,T], = € R?} af sandsynlighedséi pa det malelige rum
(C([to, T], RY), B), somer angiveti Definition 1. Med en entydigfamilie {P, : 6 € ©} menes,
at Py, = Py, = 61 = 6. Sandsynlighedsélene P, ;. bestemmeroveigangsfordelingerior
koordinatprocesseX = (Xt)te[to,T] under Py 4, ., = Py, idet

P(s,a,t, A;0) = Py(X; € A|X, = 2) = Py o Xi(A|X, = @) = Py o(X; € A)

fortg <s<t<T,rcR?0gAEc B(Rd). Dentilsvarendeoveigangsteetheéra tilstand z ved
tid s til tilstandy vedtid ¢ antagesat eksistereng betegnessom neevnttidligere, p(s, x, t, y; 0).

2.2 Invariant fordeling.

Vi vil i detfglgendegive noglebetingelsersomsikrer, at en 1-dimensionadiffusionsproces
er ergodisk, og vi finder endvidereden invariante fordeling for processen. Til dette far vi
brug for nogle definitioner. Vi betragteri det autonometilfeelde en 1-dimensionalstokastisk
differentialligningpa formen (5) defineretpa intervallet], r| og antagerat o?(z; 8) > 0 for alle
w € l,r[. FraKarlin & Taylor [10] far vi sa fglgendedefinitioner.

Definition 2.
Vi definererskalafunktionenSy;; ved

T

&Mwww=/4%m-@ rellr,

hvor y
b(z;6)
s(y; 0) = exp(—2 - / 2202:0) - dz) Yy €[
Yo
Her er xy og y, fastemenvilkarligt valgte tal fra intervallet]l, r|.
Skalanalet S pa lukkedeintervaller [c, d] C ]I, r| defineresnu ved hjeelp af skalafunktionerog
er givet ved, at

S([e, d];0) = Syre(d; 0) — Spre(c; 0).

O
Bemaerkning.
Som en direkte konsekvensaf Definition 2 far vi, at
d c
S(le. ) = [ s(w0)-dy~ [ stwi6) - dy
o o
d xo d
= [swo-dv+ [stwio)-dy= [ stu:0)-ay
T c c
sa s(y; 0) er altsa teethedermht. Lebesgueralet for skalan@let.
O
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Definition 3.
Hastighedsethedenn er defineretved

1

m(z;0) = o2(x;0) - s(x; 0)

,x €l r|.

Hastighedsralet M pa lukkede intervaller [c, d] C ]I, 7| frembringesvha. hastighedsetheden
og er givet ved, at

d
M((e, d]; 0) = /m(x; 0) - dz.

C

O

Vi er nu Klar til at give de betingelser,som sikrer, at diffusionsprocesseer ergodisk. Fra
Skorokhod[23] far vi nedensiendeSeetningl, somyvi vil angiveudenbeuvis.

Seetning 1.

Lad diffusionsprocesseX veeredenentydigesvagelgsning,se Antagelsel, til denstokastiske
differentialligningi formel (5). Lad x € |, r[ veereet vilkarligt men fast punkt og antag,at
faglgendeto betingelserer opfyldte:

ii). A(9) = /m(:c, 6) - dr < oco.

l

Daer X enemodiskprocesmedinvariantmal 1y, somhar teethedf mht. Lebesgueralet givet
ved den normeredehastighedstaethed

f(a;0) =

,x €l r|.

Specieltvil

Xt — .
t—o00

Hvis endvidereX;, ~ pg, sa er X stationgerpg dermedvil X; ~ g, V t € [to, T].

2.3 Strenge Taylor approksimationer.

Stokastiskadifferentialligningerkan oftestikke lgseseksplicit, og vi benytterderfor nogle
approksimationettil lgsningerne. Disse approksimationerskal naturligvis pa passendevis
konvegere mod processerneVi henterapproksimationerné Kloeden, Platen& Schurz[14],
hvor konvegenserneomtalesi termeraf strengkonvegens,se delafsnit2.3.1 nedenfor. Vi vil
ogsa i detteafsnit antage,at vi er i det autonometilfeelde.
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2.3.1 Streng konvergens.

Lad Y veereendiskrettids approksimatiormed maksimaltids skridtleengde af enlgsning
X til enstokastiskdifferentialligning. Vi sigersa, jfr. Kloeden,Platen& Schurz[14] afsnit3.3,
at Y konvegererstrengtmod X til tid 7', hvis

lim E[|| X7 — Y/(T)|] = 0,
im B{||X7 — Y(T)]]

hvor || - || betegnerden euklidiskenormi R?. Den strengekonvegenssigesat veaereaf orden
~v > 0 til tid T, hvis der eksistereren positiv konstantC', som ikke afheengeraf 6, samtet
5 > 0, saledesat

El|Xr =Y(D] <C-67 V6 €]0,5].

2.3.2 Euler approksimation.

Lad os betragteen diffusionsprocesX defineretpa intervallet ¢y, 7], somvi inddeleri N
delintervaller,to = 10 < 71 < --- < 7y = T. FraKloeden,Platen& Schurz[14] side 140-141
far vi s nedensiendeEuler skemaer.

Det 1-dimensionaletilfeelde.
Euler skemaetfor ¢ = 1 er givet ved fglgende:

Ly = Xt
Zyy =Ze , +0(Zs,_;0) - 0p +0(Zr_,;0)-Ws, ,k=1,...,N,

hvor 6, = 7, — 7,_1 0Q ng =Wy, — W,._, ~N(0,6). Vi ladersaY (T) = Z,, veerevores
approksimatiortil X7. Undervisseregularitetsbetingelsgaa drifts— og diffusionskoeficienterne
kandetvises,at Euler approksimationekonvegererstrengtmedordeny = 0.5. | vissetilf aelde
vil konvegensenenddaveereaf hgjereorden. Hvis f.eks. diffusionskoeficientener konstant,
det vil sige o(Xy;0) = o, sa er konvegensenaf orden 1, det vil sige, at den er lig med
konvegensordeneraf Milsteins skema, se delafsnit 2.3.3 nedenfor. Det er let at se, at nar
diffusionskoeficientener konstant,sa bliver Euler og Milstein skemaernens. Det ekstraled i
Milsteins skemaer ganskeenkeltnul i dettetilfeelde,ideto’(x; 0) = 0, naro(x; 0) ikke afheenger
af x. Her betegners’(x; 0) den partielt afledteaf o(z; ) mht. .

Det flerdimensionaletilfeelde.

Vi betragtemu en genereld-dimensionaldiffusionsprocesVi betegnereni’te koordinataf en
vektor v med (") og den (i, j)'te komponentaf en matriks m medm(-7). Vi far sa falgende
Euler skema:

A= xl

280 =28 w620 50) -85, + 3 o2 o) WY k=1,...N,
j=1

fori =1,...d, hvor 6, = 7, — 71._1 , Wg) = WT(,f) — WT(,le ~ N(0,6;), for j =1,...,r,
og Wg}:) II ng), for i # j . ViladersaY(T) = Z,,, veerevores approksimationtil X,
sa koordinaternefor Y(T) er altsa Y)(T) = ng) for { = 1,...,d. Der geeldersamme

konvegensresultatesom naevntved det 1-dimensionaldilfeelde. Bemaerk,at » er dimensionen
af Wiener processen/V'.
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2.3.3 Milsteins approksimation.

Vi betragteren 1-dimensionaldiffusionsprocesX defineretpa intervallet [ty, T] og ind-
deleri N delintervallersom ovenfor, se delafsnit2.3.2. Med sammenotation som ved det
1-dimensionaleEuler skemafar vi, jfr. Kloeden, Platen& Schurz[14] side 142, falgende
skema, kaldet Milsteins skema:

Zr = Xy,

Zry =Ty A 0(Zry 1 0) - 65 + 0(Zp_ 3 0) - W,
1 o~
+ 5 0(Zni0)- 0'(Zp 30) - {(Ws)> =6} ,k=1,...,N.

Under visse regularitetsbetingelsepa drifts- og diffusionskoeficienterne kan det vises, at
Milstein approksimationenY (7') = Z,,, konvegererstrengtmed orden1.

2.3.4 1.5 ordens Taylor approksimation.

Vi betragteren 1-dimensionaldiffusionsprocesX defineretpa [ty, 7] og inddeleri N
delintervallersomovenfor,sedelafsnit2.3.2. Med sammenotationsomved det 1-dimensionale
Euler skemafar vi ifglge Kloeden, Platen& Schurz[14] side 146 falgendel.5 ordensTaylor
skema:

Zry =X,

Z ZTk T+ b(ZTk—l; 0) : 616 + U(Zﬂc—ﬁ 0) : W(Sk

1 ~
5 0(Zn110) 0 (23 0) AW = 8} + 1 (Zr,130) - 0(Z5,:0) - Us,

1 1
+ 5 6/6 {b( Tk—19 ‘9) ) b/(ZTk—l; 9) + 5 ’ 02(Z7k—1; 0) ' b//(ZTk—l; 0)}

1
+ {b< Tk—1) 9) ' OI(ZTk—l; ‘9) + 5 OQ(ZTk—1; 9) ’ 0”( Th—1) )} {6k W(Sk Uék}

2
1 — —
+§. . ( Th— 1a {0( Th—11 -0'”<Z7k71;9)+0'( Th—1) ) } {_ (W(sk)?_ék'}’
for k =1,..., N, hVOI’AW/(sk og
Us, = / / dWs, + dsa ~ N(0, 6k)
Te—1 Tk—1
er korrelerede,med
—~ 1
Cov(We,, Us,) = 5 - o2,

ForatsimulereWs, ogUs, sadefardengnskedeorrelation,benyttervi nedensiende_emmas.

Lemma 5.
Lad G; og G, veereuafheengigeV (0, 1)-fordelte stokastiskevariable. Da er
3 1
Gy og Xo==--62-(G1+—=-G
\/_19222(1+\/g 2)

korreleredestokastiskevariable, med

1
Cov(Xy, X9) = 5 62,
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Vi har desuden,at
X1 ~ N(0,6) og Xa ~ N(0, % - 6%).

Bevis.
Fordelingsresultaterner umiddelbareog kan findesi Hoel, Port & Stone[8]. Vi regnerpa

kovariansen:
Cov(X1, Xo) = E[X1 - Xo| — E[X1] - E[Xo]

= B[X; - Xo]
1 3 1

_E[\/S-G1-§-6 -(G1+E-G2)]

1 1
= .8 F|G}|+ ——=-6*- E|G4] - E|G

5 [G1] 23 [G1] - E[Go]
Ll

2

O

Som navnet antyder, vil 1.5 ordens Taylor approksimationenY (T') = Z.,, under visse
regularitetsbetingelsekonvegere strengtmed orden 1.5. Vi vil ikke give flerdimensionale
versionerfor Taylor approksimationeaf ordenstagrreend 0.5, da de er vanskeligeat brugei
praksis,menvi henvisertil Kloeden,Platen& Schurz[14].

2.4 De lineeere estimationsfunktioner.

En mulig metodetil estimationaf 6 er at anvendede middelveerdirettenartingal estima-
tionsfunktioner. En estimationsfunktiorer blot en funktion G,,(6) af # og data, hvormedVvi
estimererd ved at Ilgseestimationsligningeitz,,(#) = 0. En martingalestimationsfunktiorer en
estimationsfunktion/,,(#), somer en { F,, }-martingalunder P, hvor F,, = (X4, ..., Xt,) 09
Py er X’s fordeling. Vi kalder estimationsfunktionemiddelveerdiretsafremt Ep, [M,, ()] = 0,
nar # er den sandeparameter.

| det autonometilfeelde er de linegere estimationsfunktionemiddelveerdirettemartingal
estimationsfunktionepa formen

n

Gn(0) = D &, Xoys O{ Xes — F(Ai, Xoy50)}, ©
i=1
hvor F(A,x;0) = Ep,[Xa|Xo = ] og a er en g-dimensional 7;_;-malelig kontinuert
differentiabefunktion af §. Husk,at ¢ erdimensioneraf § — seformel (5). Imidlertid kendesden
betingedemiddeleerdi F(A, z; §) ofte ikke eksplicitog ma derfor bestemmesed simulation.

Det optimalevalg af o giver fglgendeestimationsfunktion:

G;‘;(Q) = Z aQF(Aia Xti—l; G)Q(Ala Xti—l; 6)_1{Xti - F<Ala Xti—l; 9)}’ (8)
=1

hvor ®(A, x;0) = Varp,(Xa|Xo = z). Her skal optimalt forstaesi Godampe—Heydéorstand,
se Godampe& Heyde[7]. | denoptimalelinezereestimationsfunktior(8) indgar der imidlertid
yderligere to funktioner, som oftest ikke kendeseksplicit, nemlig 99pF og ®. Disse kan
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bestemmesed simulation,menmankan ogsa anvendefglgendeudviklinger, se Sarenseifi24]
formel (2.5) og (2.6),

F(A,2:0) =2+ A-b(z;0) + O(A?) og
B(A, z;0) = A- 0% (x;0) + O(A?).

Heraf far vi folgendeapproksimationer:

OpF (A, z;0) ~ A - 9pb(x;0) 0g
®(2;0) = A - o%(x;0).

Vi har dermedfglgendeapproksimatiortil denoptimalelineaereestimationsfunktion:
én(e) = Z a9b(Xti71; 9)02 (Xti—l; 9)_1{Xti - F(Ala Xti—l; 0)} (9)
i=1

Det er her vigtigt, at vi ikke approksimererF’, da dette ville medfgrebias samt gdeleegge
martingalegenskabersomer dengrundeeggendédé bagbrugenaf disseestimationsfunktioner.

Men eksistereder overhovedetn estimator somopfylder estimationsligningemyg hvordan
er kvaliteten af denneestimator? Svareter, jfr. Sgrenserf24] Theorem3.4, at under visse
regularitetsbetingelsegksistererder en estimatormed en sandsynlighecdyaendemod 1 under
Py, nar n gar mod uendelig. Estimatorener konsistent,det vil sige, at den konvegerer i
sandsynlighedinder Py mod den sandevaerdi,og endvideregeelderder asymptotisknormalitet.
Der er derfor god meningi at anvendede middelveerdirettemartingal estimationsfunktioner,
specieltde lineaere,til estimationaf 4.

Hvordan bestemmes den betingede middelveerdi F?

En umiddelbarapproksimatiortil F/(A;, X;._,;6) erdenbasaleMonte Carloapproksimation
—sedelafsnit1.2.1. Simuler M udfaldsstieraf { X; : ¢ € [t;_1,t;|} ogudtagveerdieni ¢;. Vi har

saledesM uafhaengigeapproksimationeﬁftgl), ...,YtiM af X, givetvi starteri X;, ,. Ladsa
2 LSy 0
Faro(Ai Xyi6) = 57 2; v, (10)
]:

veere veerdienfor F(A;, X;,_,;6) bestemtved simulation. Vi vil nu forsgge at anvende
variansreduktionsmetodéit at forbedredenneapproksimation.

2.4.1 Variansreducelet bestemmelseaf F.

_ Somsagtvil vi forsggemedvariansreducerendeknikkerfor at forbedreapproksimationen
Fye til F.o Vi vil udnytte, at vi ved, at

F(Ah Xtiﬂ; ‘9) = Xti—l + AZ ' b(Xt '9) + O<Az2)’

i—1)

se Sarenserj24] formel (2.5). Givet X;, , harvi altsa enidé om, hvor F ligger. Lad nu K
veereen lgsningtil den stokastiskedifferentialligning

dK; = b(z;0)dt + - dW, |, Kyy =, k> 0, (11)

29



hvor W er sammeWiener processomi formel (5) og = er ikke-stokastisk. Den stokastiske
differentialligningi formel (11) kan ogsa skrives pa fglgendeform:

Kt = I{to + (t—to) . b(m,@) +K- (Wt — Wt0>
=x+ (t —to) b(x;0) + K - (W — Wy,).

Ladervi nu ¢ty = t;—1, har vi derfor, at

Ky, =x+ (t; —ti—1) - b(x;0) + k- (Wi, — Wy, )
=x+A;-b(z;0) + k- Wha,,

hvor WAi ~ N(0,4;). Vi serumiddelbart,at
E[K:) =2+ A;-b(x;0) og Var(Ky,) = &% A, (12)
sa F[K,,| er altsa lig meddenkendtedel af F(A;, z;6). Vi kan desuderbemaerkeat
— E[Ky] = k- Wa,. (13)

Da vi brugersammeWiener procesi de to stokastiskalifferentialligninger,vil X; og K; veere
korreleredepg davi samtidigkenderKk;’s middeheerdi,skulle detveeremuligt at bruge K; som
en kontrol variabelfor X;, seLemma3 i delafsnit1.2.2.

Vi simulererbidragenetil Fye, dvs. Y(j)’erne vha. en strengTaylor approksimationsa
vi inddeleraltsa intervallet [t;—, ;] i N dellntervaller brugerdet relevanteskemamed X, _,
som startveerdiog IaderYtE]) = Z.y, seafsnit 2.3. Vi har dermedogsa simulereten faglge af
uafhaengigestokastiskevariableW51,...,W(;N, hvor ng ~ N(0,6;) for k = 1,...,N. Da
Vi opfatterwgk som Wiener processeri?'’s tilvaeksti delintervallet[r;_1, 7], 0g dermedsom
bidragtil WienerprocessenﬁlvaekstWAi i intervallet[t;_1, ¢;], sa giver detgod meningat lade

—_— N —_—
Wa, = Wy,
k=1

Pa dennemadefar WA ogsa dengnskeddordeling. | praksiser detJo egentlng( i) ‘erne, som
skal kontrolleres seformel (10), menhvis vi anvendessummernraf W&k erne somveerdifor WA
ved simuleringaf K;,’erne, vil K;, jo netopveerekorreleretmed YtE]) og dermedet godt bud
pa en kontrol variabel for Yt(] ),

For at finde den optimale veegt ¢* til kontrol variablen skal Cov(Y;;, K;,) bestemmes,
se Lemma 3 i delafsnit1.2.2. Da Y;,’erne er iterativt bestemt,er dette imidlertid sveert,
medmindreb(x; 0) og o(z;6) er megetpaene. Vi kan dog, som naevnttidligere, simulere os
ud af problemetved at udnytteLemma4, sedelafsnit1.2.2. Vi anvendederfor fglgendeestimat
for Couv(Ys,, Ky,):

M M
o 1 . 1 .
Cov(Vey Kr)) = 5= - ) = 57 W) - (1) — ElK)

M—1 j=1 l k=1 14
13) & M 1 &L~ 4
ST D DU D R AR

j=1 k=1
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hvor Kt(il), e ,Kt(iM) henholdsviswg), . .,’I/IV/XY) er M uafheengigestokastiskevariable med

sammefordeling somhenholdsvisk;, og WA, Vi hardermedfglgendeestimatfor denoptimale
veegt:

e R PRy
M M .
P k
EEDNCEDIRALES FORIIG
(1:4) J=1 k:;' A (15)
S L LSy Sh ) )
=t . k=1 =1 8
B K-Aj-(M—-1)

Ifglge Lemma3, sedelafsnit1.2.2, bliver voresnye approksimatiortil F' dermed

M
~ 1 j s j
F(AG X 130) = = ;{Yti” i) () — ElR])
M
(13) 1 ] *
=35 o g0 Wi
j=1
M M M
() k ) 1,
P TAND DAL EE D DR (S D LR/ N
=55 L+ = A (1) K W5))
2 O
M M M M
(!l k ) 17,0 1
L v (7) (lzlwé’) % k¥1YtE)_l—1Y5) ng))'yawg")
:_ZYLJ + = = = =
M A (M—-1)-M

Vi bemeerkerat « ingen betydninghar, sa vi vil blot lade s = 1.

Vi bedar deswerre en fejl her, idet de stokastiskevariable, der benyttestil at beregne

c;(z'), ikke ma veerede sammesom de stokastiskevariable, der brugestil beregningaf selve

approksimationet’. DetteproblemkanI_rases//ved_entenatgenererejobbeltsémang&tokastiske
variableellervedatfjernedeaktuellei@i”) og ng) frasummerne ¢ (i). Da M typiskerrimelig

stor, vil estimatetc,(i) veereomtrentlige godt, hvad entenvi anvenderM eller M — 1 led i
summerne. Vi burde altsa have anvendt

M
. . |
Fo(Bi, Xey10) =57 Sy




. — —~ (1
hvor Yt(’) I th(l) 0g ng) I CW(A)i for alle j, [ og i, eller

% 7

M
i . |
Fy (A, Xiyy30) =27 - Sy
Jj=1

M M M M .
. . N~ _
(> Wé? D D AR DD AR Wé?)- > WX,.)
I=1#] k=1k#] I=11#] i=1

A (M—2)- M

i stedetfor F'(A;, X;._,;6). Vi havdeimidlertid kert alle programmerné afsnit 2.5, far vi blev
opmaerksommea dennefejl. Forhabentligog formodentligthar det ikke den storeindflydelse
pa resultaternepm vi anvender, F, eller F,. For at tjekke om der er neevnevaerdidorskel pa
F og F,, harvi i delafsnit2.5.4 underoverskriften“Vurderingaf M” prgvetat anvendebegge
approksimationer Konklusionenaf denneundersggelser, at der ikke er naevneveerdidorskel
bortsetfra, at F,, i forhold til F', tagerdobbeltsa lang tid at beregne.

2.5 Den hyperbolske diffusionsproces.

Vi vil nu prgveat anvendede ovennaevntédeer pa et konkreteksempel.Den hyperbolske
diffusionsproce®r lgsningentil faglgendestokastiskedifferentialligning:

L'dt—FU'th , Xo=x9,0 >009gt > 0. a7
V1+ X}

Bemaerk,at i relationtil dengenerelleformel (5) harvi herr = d = ¢ = 1. Navnetskyldes,
som vi vil vise, at diffusionsprocessehar en hyperbolskstationzerfordeling, nar § < 0. |
Bibby & Sgrensen3] benyttesklassenaf middelveaerdirettanartingal estimationsfunktionerse
afsnit 2.4, til estimationaf 6 ud fra de diskreteobservationetXy, Xa, Xoa, ..., X,A, 0g i det
konkreteeksempelBibby & Sgrensen3] ex. 2.3, blev fglgendeestimationsfunktionebenyttet
til estimationaf parameterer®:

dXy=10-

~ = X@i-1a
Cu(0) = Y —— R {Xin — F(X(-paif)} (18)
=10 1 +X(z 1)A
0g
" X;a — F(X(_1)a: 6)
t . 1A (i—1)As
Gnlf) ; P(X(i—1)a;0)
A-Xi—na AZ.( 0 Xi-na  3-0% Xi_a N
L+ X2 ) I+ X5 a4+ X2 )8

Estimationsfunktionert,,(d) er approksimationetil denoptimalelinezereestimationsfunktion,
seformel (9), og hvis aQ(X(i_l)A; 0) = o2 antagesat veerekendt, er det faktisk ogsa approksi-
mationentil den optimale kvadratiskeestimationsfunktion- se Sgrenseri24] formel (3.25).

Estimationsfunktionelﬁ}L(0) er enapproksimatiortil denoptimalelineaereestimationsfunktion,
hvor 2. ordensudviklingenaf 9y F' benyttesi stedetfor 1. ordensudviklingen. Vi vil her kon-

centrereos om G,,(6), daderikke synesat veerenogettjent ved at brugeGL(Q). Hvis vi serpa

Table4.6i Bibby & Sgrensen3], kanvi enddase, at GL(&) giver betydeligbias pa estimatet
af 4, for A = 1.
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Somsagtvil vi underggeeffektenaf atanvendesariansreduktionsteknikkeedbestemmelse
af F vedsimulation. Hvis detlykkesatreducerespredningema approksimationerkanvi nemlig
lade M veeremindre og stadigopréd sammepraecisionsom fgr. Dette skulle gerneresulterei
en kortere beregningstid. Man kunne selvfglgelig ogsa fastholdestarrelsenaf M og sa opra
stgrre preecisioni approksimationen.

2.5.1 Den hyperbolske fordeling.

Da vi som naevntvil vise, at diffusionsprocessegivet ved formel (17) har en hyperbolsk
fordeling sominvariantfordeling, far vi brugfor at kendedefinitionenpa denhyperbolskeorde-
ling. NedensidendeDefinition 4 er henteti Barndorf—Nielsen[2]. Formel(19)i definitionener
identisk med formel (1.3) i Barndorf—Nielsen|[2].

Definition 4.
Den hyperbolskefordeling har en teethedf mht. Lebesgueraletpa R givet ved, at

v 042 - 52 2 2
o, 3,0, 1) = e~ VO (@ —p) B (2 —p) , T € R, 19
f(@;a, 8,6, 1) 2 e Ka(o- ol ) v (19)
hvora >0, —a < 3 < a, 6 >0 0g i € R. Her betegnerk; denmodificeredeBesselfunktion
af tredje art medindeks 1, det vil sige, at

oo

: /6—%-7'(“%) - dx v > 0. (20)
0

NN

Ki(v) =

O

Bemaerkning.

Vi burdenok kaldedenhyperbolskeordeling for den 1-dimensionaldyperbolskefordeling, da
denerdetl-dimensionalspecialtilfeeldeaf denmegetstarreklasseaf generaliseredryperbolske
fordelinger— se Barndorf—Nielsen|[2].

O

Ladervi nupu=3=00g6 = 1iformel (19), sa harvi for o > 0 fglgendetaethedsfunktion:

. _ 1 Lo/ 142
f(x’&)_—2-K1(a) e , v €R. (22)

2.5.2 Den invariante fordeling.

Vi vil nu bestemmeden invariante fordeling for den hyperbolskediffusionsproceg17).
Resultateer giveti nedensiendePropositionl og bevisesved hjaelpaf Seetningl, seafsnit2.2.

Proposition 1.
Diffusionsprocessergivet ved den stokastiskedifferentialligning

X
AX, =0 —= . dt+o-dW, ,Xg=ump,t>0,

V1+ X2
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ogdefinerepaR, erfor § < 0 energodiskproces.Deninvariantefordeling iy er denhyperbolske
fordeling med parametre

2.0
(]{:——2,520,6:109,&:0,
g

det vil sige,at iy har entaethedf mht. Lebesgueralet pa R givet ved, at

1 20 VI+a?
f(z;0) = ——— €2 , ¢ € R.
2 Kq(—2%9)

Bevis.
Vi vil brugeSeetningl, sa vi skal vise, at betingelserné) og ii) er opfyldte. Lad yg = 2¢ = 0.
Teetheders for diffusionsprocesserskalanal er ifalge Definition 2, seafsnit2.2, givet ved, at

y y

0z 0 9

s(y; 0) = exp(—2 - ) = exp(— / cd(1+ 2
(y:6 ) Vit 202 J V142202 ( )

—exp(—— 2 V142 = eot e E VI yeR

Hastighedstaetheden er dermedifﬂlge Definition 3, seafsnit 2.2, givet ved, at

_% 20 1+y2

— e o . Qo2

1 1
— ,yER.

m(y; 0) = m =

Vi far nu, at

oo

oo
1 _20 28,
= [0y [ et Vg
—0o0 —0oQ

2:0 o
:L(Q—?ﬂe——/;we— g
o 2 Kl —0_7)
—0Q
(1) 2 Ki(—2%3) _20
— —Ue o2 <OO,

g

hvor K, betegnerBesselfunktionen af tredje art med indeks 1, se formel (20). Det sidste
lighedstegrfglger somindikeretaf, at integranderer en teethedfor en hyperbolskfordeling. Vi
har hermedvist, at betingelseii) er opfyldt.

Vi ser derreest, at

(%) Substiter med z=-y.



Vi manglerdermedblot at vise, at

/S(y;9)-dy= 00,
0

Men da —%f > 0 for 6 < 0, har vi, at

: (22)

2 2
2.0 o 2:6 2.9 o 2.0
=eo? - lim[———-e 2V =¢o? - (———) - (lim e" 2 — 1) = o0,
, 2 . 20,
idet =%, > 0 og dermed lim e 2% = oo.
20 a—00

Vi har altsa nu vist, at betingelserné) og ii) er opfyldte, sa ifglge Seetningl er X en ergodisk
procesmed en invariant fordeling yy, som har en teethedsfunktionf mht. Lebesgueralet pa
R givet ved, at

f(z;6) me;0) oo et VT 1 2. /T1a? eR
T, 0) = = = ‘€o , T .
A(0) ZKl(;i_g) e 2 K1(—2%9)
Men dette er jo en taethedsfunktiorfor den hyperbolskefordeling med parametrea = —?7'—29,

#=0,6=1o0gu=0,jfr. formel (21). Bemeerk,atf < 0 = a = —%29 > 0, sa a opfylder
kraveti Definition 4, se delafsnit2.5.
O

2.5.3 Simulering af processen.

Til simulationernebenyttesi Bibby & Sgrensen3] den 1.5 ordensTaylor approksimation.
Vi vil her ogsa undersggepm der er forskel pa at bruge Euler approksimationen stedetfor
1.5 ordensTaylor approksimationenFaktisk er Euler skemaet dettetilfeelde lig med Milstein
skemaetdet vil sige,at deter en 1. ordensTaylor approksimation.

Euler skema.

Den hyperbolskediffusionsproceg17) har konstantdiffusionskoeficient o(X;; 0) = o, sa
vi har, jfr. afsnit 2.3, at Euler skemaet dettetilfeelde er identisk med Milstein skemaet. Vi
skalsimulerede diskrete‘observationet Xa, Xoa, . . .. Xna, savoretidsintervallerharkonstant
lzengdeA. Ifglge delafsnit2.3.2 skal det aktuelletidsintervalinddelesi N delintervaller. Lad
for nemhedsskyld dissedelintervallerhave sammelaengde,det vil sige, at

A
6]@:6:N ,szl,...,N.

35



Indseettewvi koeflicienternefra formel (17), far vi falgendeEuler skematil simuleringaf X;a
fori =1,...,n:

Zry = X(i—1)A

0-Zp -6
Zpp =7 =

Tk—1 + D
S 2

hvor Wék ~ N(0,6) simuleresvha. Box—Muller algoritmenog 7, = (i — 1) - A + k - 6, for
k =0,1,...,N. Vi seettersa X;n» = Z., = Z;x. Vi minder om, at vi kan udnytte, at
Box—Moiller algoritmengiver to udfald for hvert kald.

+0-W5k ,fork=1,..., N,

1.5 ordens Taylor skema.

Da vi harkonstantdiffusionskoeficient, bliver skemaenogetsimplereendi delafsnit2.3.4,
idet nogle af leddeneforsvinder. Udover koefficienterneskal vi her indsaettenogle afledte af
koefficienterne. Lad os fgrst udregnedisse:

o 0z 1) 4 (. __MJ
Waib) = e Ve = e VW = ey

o(x;0) = o og o' (x;0) = 0" (x;0) = 0.

Vi benyttersammeinddelingaf tidsintervallernesomved Euler skemaebg far dermedfalgende

1.5 ordensTaylor skematil simuleringaf X;a fori =1,...,n:
Zry = X(i—1)A
0 . ZT . 6 —~ 0 . ZT . 62 3 . 2
Zn ZT’HJr%JFU'W&kJrQ 1 ?2 5 (0 Z )
J+22, T+ 2 2 L
0 -
+%'U5k Jfork=1,...,N,
(1 + ZTk—1>2

hvor

Vi harsomfgrr, = (i—1)-A+k-6, ogvi simulerermk og Us, vha. Box—Muller algoritmen
samt Lemma 5, se delafsnit2.3.4. Vi vil, somi Bibby & Sgrensen[3] Figur 4.4, plotte
1000 “observationer’,med A = 0.5 og N = 25, fra en typisk udfaldsstifor den hyperbolske
diffusionsprocesned parametrend = —1, ¢ = 0.5 0og xg = 0. Resultaternehvor vi anvender
henholdvisEuler approksimationemg 1.5 ordensTaylor approksimationener vist i figur 12.
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Simuleret vha. Euler approksimationen.

15

X(t)
0.5

-0.5

-1.5

0 100 200 300 400 500
tid

Simuleret vha. 1.5 ordens Taylor approksimationen.

15

X(t)
0.5

-0.5

-1.5

0 100 200 300 400 500
tid
Figur 12: En typisk udfaldsstimed 1000 observationerA = 0.5 og N = 25 for den
hyperbolskediffusionsprocesned parametrend = —1, ¢ = 0.5 0og 2o = 0.

Pascal-programmerngl simuleringaf udfaldsstiernekan findesi AppendiksA afsnitA.10
og A.11, og vi har lavet plottenevha. S-PLUS,se AppendiksC afsnit C.4. Vi har ogsa udfgrt
en maling af CPU-tiden,og vi far, at Euler approksimationernager0.16 sek. om at simulere
de 1000 observationermensden 1.5 ordensTaylor approksimatiortager0.31 sek., altsa cirka
dobbeltsa lang tid, sa Euler approksimationerkan maske med fordel anvendes. Vi vil dog
undersggealette aspektnaermere det fglgende.

2.5.4 Estimering af 6.

Vi vil somsagtbenytteestimationsfunktioney,,, seformel (18), til atestimeredenukendte
parameter. For at Ifaseestimationsligninger@n(9) = 0, vil vi, somBibby & Sgrensen3],
benytte bisektionsmetoden. Dette giver naturligvis kun mening, hvis regularitetsbetingelser,
som sikrer kontinuitet, er opfyldt. Programstumpetil bisektionssggningerr henteti Press,
Flannery,Teukolsky& Vetterling[19] side 278—-2790g let modificeret. Kort fortalt har man et
startinterval, som skal indeholdenulpunktet. Dette interval halveres,og mantagerden halvdel,
hvori nulpunktetigger. Sadanfortseettesjndtil manentenharfundetnulpunktetpreecistgller det
kommendentervaler satilpaslille, atmanblot tageretaf de nuveerendéntervalendepunktesom
estimatfor ¢. Hvilket endepunktder veelges,afheengeraf hvilken halvdel, af det oprindelige
startinterval, nulpunktetligger i. Hvis nulpunktetligger i venstre(hgjre) halvdel, sa vaelges
venstre(hgjre) endepunkt.Det er klart, at derikke er nogengrundtil atlave finereinddelinger,
end starrelsenaf spredningerpa estimaterneretfeerdiggr. Hvis inddelingenlavesfinere, vil
beregningernéagelaengeretid, menvi vil ikke kunnese nogenforskeli resultatet.Da vi selv
simulererden proces,vi vil undersggeyed vi jo ogsa, hvad den sandeparameterveerdér, sa
der er helleringengrundtil at gare startintervalletalt for stort.
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Finhed af inddeling ved bisektion.

Vi skalfgrsthavefastlagt,hvor fin eninddelingvi gnskerved bisektion. | vore programmer
defineresdennestgrrelseved konstanterpraecis For at finde en passendetarrelsevil vi lade
praecis variere, mensde gvrige parametrefastholdes. Et Pascal-programsom estimerer100
9-veerdier,finder den empiriskemiddelveerdiog spredningaf estimaternesamtmaler forbruget
af CPU-tidvedhverveerdiaf praecis kanfindesi AppendiksA afsnitA.12. Programmeer lavet
sadanat for fastholdtveerdiaf praecisog =, er detde sammel00 observationssaetier brugestil
alle fire metoder. Egentligburdevi vel for fastholdtn havebrugt sammel00 observationset
overalt. Det ville pa den made veerelettere at vurdere effekten af at eendrepa starrelsenaf
praecis idet vi pa den madeville havefjernet variationenmellem observationssaetterfer de
enkelteveerdieraf praecis Programmerner kgrt pa maskinenelrond Resultatetaf karslen,
hvor observationerner simuleretvha. Euler approksimationensesi tabel4.

n=200 n=1000
Metode: Euler approksimation.
CPU- CPU-
praecis Meané) se forbrugi praecis Meané) se forbrugi
sek. sek.
1.0000 | -0.690000 | 0.230612 1802.79 1.0000 | -0.742500 | 0.075000 9598.85
0.1000 | -0.985313 | 0.256137 3371.24 0.1000 | -0.954375 | 0.110188| 16857.67
0.0100 | -0.999844 | 0.257737 5244.68 0.0100 | -1.009863 | 0.117847 | 26242.22
0.0010 | -1.043760 | 0.241783 6587.62 0.0010 | -0.999924 | 0.110164 | 31521.48
0.0001 | -1.026553 | 0.240602 7979.82 0.0001 | -0.999825 | 0.111573| 38242.56
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion.
1.0000 | -0.690000 | 0.230612 1809.74 1.0000 | -0.742500 | 0.075000 9525.47
0.1000 | -0.988125 | 0.259555 3341.37 0.1000 | -0.952500 | 0.118226| 16779.38
0.0100 | -1.000957 | 0.258398 5265.39 0.0100 | -1.007461 | 0.117860| 26096.53
0.0010 | -1.043115 | 0.238704 6633.52 0.0010 | -0.998621 | 0.110124 | 32006.56
0.0001 | -1.027295 | 0.239433 8030.18 0.0001 | -0.999800 | 0.112884 | 38845.93
Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
1.0000 | -0.675000 | 0.250000 3856.79 1.0000 | -0.742500 | 0.075000| 20189.55
0.1000 | -0.995625 | 0.258993 7085.16 0.1000 | -0.952500 | 0.113631| 35880.86
0.0100 | -1.002656 | 0.260428 | 11263.81 | 0.0100 | -1.009160 | 0.117060| 55879.82
0.0010 | -1.046008 | 0.240808 | 14165.92 | 0.0010 | -0.999924 | 0.112345| 68016.13
0.0001 | -1.032013 | 0.242220| 17152.13 | 0.0001 | -1.002471 | 0.113767 | 82458.17
Metode: 1.5 ordensTaylor approksimatiormed variansreduktion.
1.0000 | -0.712500 | 0.247143 3883.62 1.0000 | -0.742500 | 0.075000| 20476.01
0.1000 | -0.986250 | 0.258890 7187.04 0.1000 | -0.952500 | 0.118226 | 36120.13
0.0100 | -1.001660 | 0.260573 | 11459.13 | 0.0100 | -1.008926 | 0.117352 | 56186.86
0.0010 | -1.044346 | 0.240146| 14430.34 | 0.0010 | -1.000239 | 0.111076| 68003.73
0.0001 | -1.029095 | 0.239950 | 17463.99 [ 0.0001 | -1.001710 | 0.113393| 82537.22

Tabel 4: Bestemmelsaf denfinesteinddelingved bisektion. De fasteparametreer A = 0.25, n = 200, 1000,
M = 64 og N = 64, og observationerner simuleretvha. Euler approksimationen.
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Tilsvarendesesresultatetaf karslen,hvor observationerner simuleretvha. den 1.5 ordens
Taylor approksimationj tabel5. Lidt forklaring til tabellerneer maskepa sin plads: Med f.eks.
“Metode: Euler approksimationrmed variansreduktiori. menes,at den betingedemiddelvaerdi
F bestemmewed simulationvha. den variansreduceredapproksimationf’, se formel (16),
og approksimationerndil observationernedet vil sige Y’erne, som indgar i £, er Euler
approksimationerne.Mean§) er den empiriske middelvaerdiaf estimaternefor  og 'se’ er
den empiriskespredning. Vi minderom, at M er antalletaf led i approksimationer# af den
betingedemiddelveerdi,se afsnit 2.4, N er antalletaf inddelingeraf tidsintervallernei Taylor
approksimationerne) er afstandermellem observationerneg n er antalletaf observationer.

Bemaerk,at vi harsat M = 64, N = 64 og n = 1000 (dog ogsa n = 200). Dette er de
maksimaleveerdier,somvi vil brugetil disseparametre.Endvidereer A = 0.25 denmindste
veerdi, somvi vil bruge.

n=200 n=1000
Metode: Euler approksimation.
CPU- CPU-
praecis Meané) se forbrugi praecis Meané) se forbrugi
sek. sek.
1.0000 | -0.742500 | 0.199289 1799.87 1.0000 | -0.750000 | 0.000000 9398.04
0.1000 | -1.030313 | 0.283449 3363.66 0.1000 | -0.960000 | 0.120752| 16792.85
0.0100 | -1.075020 | 0.301945 5251.11 0.0100 | -1.005352 | 0.114769| 24981.15
0.0010 | -1.064180 | 0.245507 6602.29 0.0010 | -1.001367 | 0.108531| 31344.06
0.0001 | -1.013641 | 0.248355 7989.76 0.0001 | -1.003138 | 0.114999| 38403.96
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion.
1.0000 | -0.742500 | 0.226008 1812.72 1.0000 | -0.750000 | 0.000000 9479.11
0.1000 | -1.030313 | 0.278712 3336.03 0.1000 | -0.955313 | 0.124783| 16848.14
0.0100 | -1.075137 | 0.299102 5287.63 0.0100 | -1.004180 | 0.115485| 25102.61
0.0010 | -1.063184 | 0.243164 6631.86 0.0010 | -0.999924 | 0.107188| 31524.97
0.0001 | -1.013605 | 0.241250 8036.25 0.0001 | -1.002842 | 0.114866 | 38869.04
Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
1.0000 | -0.742500 | 0.226008 3880.37 1.0000 | -0.750000 | 0.000000| 20117.41
0.1000 | -1.032188 | 0.284075 7069.59 0.1000 | -0.957188 | 0.125916 | 35857.12
0.0100 | -1.074199 | 0.296043| 11296.45 | 0.0100 | -1.005762 | 0.116928 | 53440.42
0.0010 | -1.064854 | 0.239717| 14184.25 | 0.0010 | -1.001565 | 0.107328 | 66967.13
0.0001 | -1.012873 | 0.241559| 17162.94 | 0.0001 | -1.004931 | 0.115961 | 82082.14
Metode: 1.5 ordensTaylor approksimatiormed variansreduktion.
1.0000 | -0.735000 | 0.212667 3916.70 1.0000 | -0.750000 | 0.000000| 20431.10
0.1000 | -1.030313 | 0.277754 7188.80 0.1000 | -0.954375 | 0.121675| 36284.91
0.0100 | -1.077012 | 0.299982 | 11492.13 | 0.0100 | -1.006230 | 0.115566 | 54999.65
0.0010 | -1.065828 | 0.243546 | 14441.96 | 0.0010 | -1.001777 | 0.107470| 68912.80
0.0001 | -1.014782 | 0.242303| 17477.14 | 0.0001 | -1.004590 | 0.115135| 82715.50

Tabel 5: Bestemmelsaf denfinesteinddeling ved bisektion. De fasteparametreer A = 0.25, n = 200, 1000,
M = 64 og N = 64, og observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.
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Heraf servi, at enveerdifor praecispa 0.001 synesrimelig. Der er faktisk ingeneaendringi
spredningerse nar vi gar fra 0.001 til 0.0001, og biasener endvideremarkantstarrefor praecis
lig med1 og 0.1. Tendensen biasener tydeligstfor » = 1000, menstendensen spredningen
er tydeligstfor n = 200. Vi kani gvrigt se, at spredningerer starreend 0.1, sa praecislig
med0.001 er ogsa tilpaslille i forhold til stgrrelseraf spredningenmenspraecislig med0.01
maskeer lidt for stor og praecislig med0.0001 rigeligt lille. Vi veelgeraltsa i restenaf dette
afsnit at saettepraecislig med0.001. Vi kan endviderese, at hvis praecissaettedig 1, sa far vi
en vaerdifor Mean@) pa ca. —0.75. Detteer ikke s maerkeligt,idet vi jo netopnar at inddele
intervallet [—3,0] to gange,far naesteinterval har leengdemindre end praecis og vi ved, at
nulpunktetligger i hgjre halvdelaf startintervallet.Vi har pa dennemadelavet et lille tjek af,
om bisektionsmetodenwirker, somvi forventer.Vi bemaerkeendvidere at derikke serud til at
vaerenaevneveerdigorskel pa om observationernsimuleresvha. Euler approksimationerller
den 1.5 ordensTaylor approksimation.

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.
Euler 0.159714 0.005383 373.91
Euler medvariansreduktion 0.223951 0.033174 375.56

2 Taylor 0.159700 0.005489 795.43
Taylor medvariansreduktion 0.223165 0.031211 792.38
Euler 0.113153 0.003886 745.62
Euler med variansreduktion 0.092322 0.008863 749.57

4 Taylor 0.112798 0.004009 1585.43
Taylor medvariansreduktion 0.092493 0.009218 1578.89
Euler 0.079990 0.002710 1473.79
Euler medvariansreduktion 0.043065 0.003565 1479.89

8 Taylor 0.079973 0.002726 3129.79
Taylor medvariansreduktion 0.042866 0.003423 3117.78
Euler 0.056533 0.002030 2952.85
Euler med variansreduktion 0.020919 0.001505 2969.90

16 Taylor 0.056523 0.001932 6279.55
Taylor medvariansreduktion 0.020875 0.001513 6252.49
Euler 0.039952 0.001442 5888.30
Euler medvariansreduktion 0.010425 0.000664 5913.01

32 Taylor 0.039999 0.001384 12514.71
Taylor medvariansreduktion 0.010391 0.000662 12460.94
Euler 0.028273 0.000966 11801.02
Euler med variansreduktion 0.005328 0.000329 11850.02

o4 Taylor 0.028211 0.000961 25099.76
Taylor medvariansreduktion 0.005325 0.000311 24998.65

Tabel 6: Undersggelsaf M's betydning. De fasteparametreer A = 0.25, N = 64 ogn = 1000, og
observationerner simuleretvha. Euler approksimationemedé = —1.
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Betydningen af M.

For at bestemmeestimationsfunktionen’,,, se (18), skal vi bestemmeden betingede
middelveerdiF (X (;_1ya; 0), for i = 1,...,n, ved simulation. Vi hari afsnit2.4 setpa hvordan
dette gares,og vi vil bade preve med den basaleMonte Carlo approksimation,se (10), og
denvariansreduceredeersion,se (16). | disseapproksimationeindgar en falge af simulerede
veerdierfor processertil tid iA, givet vi starteri denobserveredeveerditil tid (i — 1)A. Til
simuleringaf disseveerdiervil vi badepravemedEuler skemaebg 1.5 ordensTaylor skemaet,
se delafsnit 2.5.3.

Vi bemeerkedé delafsnit1.2.1 0og 1.2.2, at variansenpa approksimationerndil F' bliver
mindre, nar M bliver starre. Vi vil derfor undersggehvor stor betydningstarrelseraf A/ har
for approksimationerntl F'. Kandetf.eks. betalesig atfordoble M/ og brugedenbasaleMonte
Carlo approksimatiorfrem for denvariansreduceredapproksimatioreller omvendt?

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.
Euler 0.159819 0.005662 382.36
Euler medvariansreduktion 0.223119 0.031265 386.77

2 Taylor 0.159472 0.005518 814.46
Taylor medvariansreduktion 0.224010 0.032881 809.52
Euler 0.113029 0.003959 741.57
Euler medvariansreduktion 0.091911 0.009018 750.43

4 Taylor 0.112919 0.003793 1578.32
Taylor medvariansreduktion 0.091893 0.008832 1570.95
Euler 0.079817 0.002780 1470.87
Euler medvariansreduktion 0.043009 0.003393 1489.24

8 Taylor 0.079669 0.002910 3130.60
Taylor medvariansreduktion 0.042894 0.003399 3114.86
Euler 0.056459 0.001980 2972.49
Euler medvariansreduktion 0.020826 0.001500 3007.58

16 Taylor 0.056406 0.002014 6321.26
Taylor medvariansreduktion 0.020833 0.001409 6293.27
Euler 0.039912 0.001422 5916.29
Euler medvariansreduktion 0.010423 0.000695 5982.08

32 Taylor 0.039906 0.001396 12590.70
Taylor medvariansreduktion 0.010406 0.000665 12532.36
Euler 0.028238 0.001001 11824.11
Euler medvariansreduktion 0.005324 0.000324 11954.61

o4 Taylor 0.028207 0.001004 25163.91
Taylor medvariansreduktion 0.005313 0.000327 25049.25

Tabel 7: Undersggelsaf M’s betydning. De fasteparametreesr A = 0.25, N = 64 ogn = 1000, og
observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormed§ = —1.
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Konstanten) indgar kun i approksimationeriil F, sa for at se helt konkret pa hvilken
virkning starrelseraf M harpadenneapproksimationharvi lavetetlille program somestimerer
500 veerdier af approksimationertil F. For hvert estimataf approksimationerbestemmes
spredningenpg somoutputgivesdenempiriskemiddelveerdiaf de 500 veerdierfor spredningen
samtdenempiriskespredningaf dennemiddelveerdi.Davi skalundersggéetydningeraf M, vil
vi benyttede sammesaetaf observationeved bestemmelsaf alle 500 estimater.Pa dennemade
kanvi sehvilken effekt, starrelseraf A/ har pa spredningenHuvis vi ikke brugersammesaetaf
observationeryil effektendruknei variationenmellem saettene Her vil vi badeanvendeEuler
approksimationemg den1.5 ordensTaylor approksimatiortil simuleringaf observationerneyg
vi vil lade N = 1000. Vi minderom, at N er antalinddelingeraf intervallerne[(i — 1)A, iA],
se afsnit 2.3. Vi ved jo, at approksimationern&onvegerer mod processennar N gar mod
uendelig,og davi kun skal simulereén udfaldssti,tagerdeti gvrigt ikke megetleengeretid at
lade N = 1000 frem for f.eks. N = 25. Nar vi senereskaltil at estimered, vil vi dogikke lade
N veeresa stor, da vi sa skal simulereen del szetaf observationer.

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Forskel Spredning Forskel
Euler 0.159714 0.005383

. . +40.22% +516.27%
5 Euler med variansreduktion 0.223951 0.033174
Taylor 0.159700 0.005489

. . +39.74% +468.61%
Taylor medvariansreduktion 0.223165 0.031211
Euler 0.113153 0.003886

- - -18.41% +128.08%
4 Euler medvariansreduktion 0.092322 0.008863
Taylor 0.112798 0.004009

- - -18.00% +129.93%
Taylor medvariansreduktion 0.092493 0.009218
Euler 0.079990 0.002710

- - -46.16% +31.55%
g Euler med variansreduktion 0.043065 0.003565
Taylor 0.079973 0.002726

- - -46.40% +25.57%
Taylor medvariansreduktion 0.042866 0.003423
Euler 0.056533 0.002030

- - -63.00% -25.86%
16 Euler medvariansreduktion 0.020919 0.001505
Taylor 0.056523 0.001932

- - -63.07% -21.69%
Taylor medvariansreduktion 0.020875 0.001513
Euler 0.039952 0.001442

- - -73.91% -53.95%
32 Euler medvariansreduktion 0.010425 0.000664
Taylor 0.039999 0.001384

- - -74.02% -52.17%
Taylor medvariansreduktion 0.010391 0.000662
Euler 0.028273 0.000966

- - -81.16% -65.94%
64 Euler medvariansreduktion 0.005328 0.000329
Taylor 0.028211 0.000961

- - -81.12% -67.64%
Taylor medvariansreduktion 0.005325 0.000311

Tabel 8: Den procentviseeffekt af variansreduktionsteknikkeved bestemmelsaf approksimationenil F,
nar observationernsimuleresvha. Euler approksimationen.
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Et Pascal-programsom simulerer disse observationssaeter naestenmagentil Pascal-
programmerne AppendiksA afsnit A.10 og A.11. Den enesteforskel er, at de fasteparametre
i constdelensamtudfil-navnetskal eendres.Pascal-programmetil bestemmelsaf F ved si-
mulation, kan findesi AppendiksA afsnit A.13. Resultateiaf karslen,hvor observationerner
simuleretvha. Euler approksimationenkan sesi tabel 6. Tilsvarendesesresultatetaf karslen,
hvor observationerner simuleretvha. den1.5 ordensTaylor approksimationj tabel 7. Da vi
bla. maler CPU-forbrugetbar vi naevne at programmerner kart pa maskinenelrond

Et hurtigt blik pa tabellernesigeros, at variansreduktionsmetodesirker, og der synesikke
at veere nogenforskel pa, om vi bruger Euler approksimationereller den 1.5 ordensTaylor
approksimationved bestemmelsaf approksimationenil F' og simulering af observationerne.
Dette geelderdog ikke tidsforbruget,idet vi kan se en stor forggelse— mereend en fordobling
— af tidsforbrugetved bestemmelsaf approksimationeril F', nar vi benytterden 1.5 ordens
Taylor approksimation stedetfor Euler approksimationenDer er dog ikke stor tidsforskelpa,
hvilken approksimatiorvi anvendewved simuleringaf observationerne.

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Forskel Spredning Forskel
Euler 0.159819 0.005662

. . +39.61% +452.19%
5 Euler medvariansreduktion 0.223119 0.031265
Taylor 0.159472 0.005518

. . +40.47% +495.89%
Taylor medvariansreduktion 0.224010 0.032881
Euler 0.113029 0.003959

- - -18.68% +127.78%
4 Euler medvariansreduktion 0.091911 0.009018
Taylor 0.112919 0.003793

- - -18.62% +132.85%
Taylor medvariansreduktion 0.091893 0.008832
Euler 0.079817 0.002780

- - -46.12% +22.05%
g Euler med variansreduktion 0.043009 0.003393
Taylor 0.079669 0.002910

- - -46.16% +16.80%
Taylor medvariansreduktion 0.042894 0.003399
Euler 0.056459 0.001980

- - -63.11% -24.24%
16 Euler medvariansreduktion 0.020826 0.001500
Taylor 0.056406 0.002014

- - -63.07% -30.04%
Taylor medvariansreduktion 0.020833 0.001409
Euler 0.039912 0.001422

- - -73.89% -51.13%
32 Euler medvariansreduktion 0.010423 0.000695
Taylor 0.039906 0.001396

- - -73.92% -52.36%
Taylor medvariansreduktion 0.010406 0.000665
Euler 0.028238 0.001001

- - -81.15% -67.63%
64 Euler medvariansreduktion 0.005324 0.000324
Taylor 0.028207 0.001004

- - -81.16% -67.43%
Taylor medvariansreduktion 0.005313 0.000327

Tabel 9: Den procentviseeffekt af variansreduktionsteknikkeved bestemmelsaf approksimationen
til ', nar observationernsimuleresvha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.
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Vi kanbemeerkeat derikke er neevneveerdigjdsforskelpa omvi benyttervariansreduktions-
teknikkeneller ej. Nar vi benytterEuler approksimatiorved bestemmelsaf approksimationen
til F, stiger tidsforbrugetmed godt 1%, nar vi gar fra almindelig approksimatiortil varians-
reduceretapproksimationmenstidsforbruget selvomdetlyder meerkeligt,falder medca. 0.5%,
nar vi benytterden 1.5 ordensTaylor approksimationved bestemmelsaf approksimationetil
F og gar fra almindelig til variansreducereapproksimation.

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.
Euler 0.159987 0.005599 350.58
Euler medvariansreduktion 0.224385 0.031278 716.18

2 Taylor 0.159845 0.005812 757.37
Taylor medvariansreduktion 0.223561 0.031526 1542.46
Euler 0.112882 0.003837 698.67
Euler medvariansreduktion 0.092093 0.008601 1426.80

4 Taylor 0.112785 0.004062 1510.20
Taylor medvariansreduktion 0.092285 0.009061 3078.32
Euler 0.080112 0.002960 1400.66
Euler med variansreduktion 0.043020 0.003482 2856.40

8 Taylor 0.079761 0.002680 3025.71
Taylor medvariansreduktion 0.043089 0.003589 6162.61
Euler 0.056608 0.002006 2799.74
Euler medvariansreduktion 0.020898 0.001493 5711.74

16 Taylor 0.056585 0.001958 6050.45
Taylor medvariansreduktion 0.020913 0.001530 12322.86
Euler 0.039986 0.001400 5601.87
Euler med variansreduktion 0.010460 0.000680 11422.43

32 Taylor 0.039916 0.001390 12099.87
Taylor medvariansreduktion 0.010429 0.000649 24657.15
Euler 0.028272 0.000975 11203.36
Euler medvariansreduktion 0.005345 0.000325 22866.88

o4 Taylor 0.028299 0.000977 24218.70
Taylor medvariansreduktion 0.005310 0.000325 49339.97

Tabel 10: Undersggelsaf om fejleni F' har naevneveerdigpetydning. De faste parametreer,
somi tabel6, A = 0.25, N = 64 ogn = 1000, og observationerner
simuleretvha. Euler approksimationemedf = —1.

Effektenaf variansreduktioneer, somvi skal se,ogsa densammeuansetvilken approksi-
mationvi anvender.For at fa et overblik over effekten af variansreduktionsteknikkehar vi i
tabel8 og 9 opskrevetenprocentvisdorskelfra enalmindeligEulerapproksimatioriil enEuler
approksimatiormed variansreduktiorog tilsvarendefor den 1.5 ordensTaylor approksimation.
| tabel8 er observationernsimuleretvha. henholdsvisEuler approksimationemg i tabel9 vha.
den1.5ordensTaylor approksimation Af tabel8 og 9 servi, atfor helt sma veerdieraf M, dvs.
M = 2, er Mean af se mindst, hvis vi ikke benyttervariansreduktionsteknikker.
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Det sammeggar sig geeldendefor spredningenaf Mean af sg nar M < 8. Vi serogs,
at effekten af variansreduktionsmetodeniiver stgrre, nar M bliver starre. Vi bemeerkedd
delafsnit2.4.1, at vi begar en fejl ved bestemmelsemf F' ved simulation. For at tjekke om
dennefejl har nogenpraktisk betydning,har vi ogsa lavet et Pascal-programhvor F, ved de
variansreduceredapproksimationerapproksimeresned F,, i stedetfor F, seformel (16) samt
lige under denneformel.

M | Approksimationsmetode. Meanaf se Spredning CPU-forbrugi sek.
Euler 0.159594 0.005549 395.92
Euler medvariansreduktion 0.227303 0.034800 754.27

2 Taylor 0.159386 0.005634 800.02
Taylor medvariansreduktion 0.223924 0.030224 1624.42
Euler 0.113012 0.003887 791.44
Euler medvariansreduktion 0.091827 0.008927 1505.53

4 Taylor 0.112812 0.003886 1598.70
Taylor medvariansreduktion 0.092242 0.009261 3241.93
Euler 0.080029 0.002864 1574.76
Euler medvariansreduktion 0.042886 0.003441 3008.24

8 Taylor 0.079756 0.002773 3189.94
Taylor medvariansreduktion 0.042762 0.003423 6495.18
Euler 0.056536 0.002023 3155.22
Euler medvariansreduktion 0.020935 0.001472 6011.63

16 Taylor 0.056368 0.001925 6380.85
Taylor medvariansreduktion 0.020887 0.001493 12976.71
Euler 0.039990 0.001376 6289.18
Euler medvariansreduktion 0.010456 0.000658 11998.48

32 Taylor 0.039867 0.001386 12733.49
Taylor medvariansreduktion 0.010428 0.000694 25898.50
Euler 0.028255 0.000987 12628.37
Euler medvariansreduktion 0.005327 0.000317 24104.11

o4 Taylor 0.028248 0.000971 25555.31
Taylor medvariansreduktion 0.005313 0.000328 51957.70

Tabel 11: Undersggelsaf om fejleni F' har naevnevaerdidpetydning. De faste parametreer,
somi tabel 7, A = 0.25, N = 64 og n = 1000, og observationerner
simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormed = —1.

Dette Pascal-progrankan findesi AppendiksA afsnit A.14 og resultatetaf karslernepa
maskinenelrond er vist i tabel 10 og 11. Bortsetfra de storetidsmaessigdorskelle mellem
beregningerneaf F' og F, servi ingen naevneveerdigorskel. Man kan maske enddamed
fordel benytte approksimationemmed fejl, da dennegiver sammeresultat, som den korrekte
approksimationmen pa kortere tid.
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Betydningen af N.

Vi vil nuundersggdetydningeraf antallet/V af delintervalleri Taylor approksimationerne,
se delafsnit2.5.3. Vi vil ogsa her fastholdeobservationssaettesaledesat aendringernekke
drukneri spredningermellem seettene.Vi vil simulereobservationernesha. den 1.5 ordens
Taylor approksimationjdet vi jo sa ovenfor, at der ikke er den store forskel tidsmaessigipa
om vi anvenderdenneeller Euler approksimationenmen vi ved, at den 1.5 ordensTaylor
approksimationkonvegerer hurtigere. Vi vil ogsa her lade N = 1000, nar vi simulerer
observationerne.Vi ved, jfr. delafsnit2.3.1, at Taylor approksimationern&onvegerer mod
processennar § = A/N gar mod 0. Vi vil derfor forventemindre biasnar N geresstgrre.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
N Meané) ce CPl_J-forbrug N Meané) e CPl_J-forbrug
i sek. i sek.
-0.968152 | 0.009283 1089.65 2 -1.026211 | 0.009747 2238.56
-0.994739 | 0.008407 2160.09 4 -1.024688 | 0.008596 4428.78
-1.011050 | 0.009938 4197.30 8 -1.023311 | 0.008904 8785.93
16 -1.016462 | 0.009729 8256.73 16 -1.023743 | 0.008436 17665.11
32 -1.017913 | 0.009775| 16497.19 32 -1.023940 | 0.008460 35093.53
64 -1.021912 | 0.008503 | 32803.46 64 -1.022087 | 0.009272 70785.61
Metode: Euler approksimation Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation
med variansreduktion. med variansreduktion.
-0.968423 | 0.001772 1067.11 2 -1.024746 | 0.002003 2256.36
-0.995449 | 0.001488 2121.17 4 -1.022849 | 0.002057 4449.48
-1.008516 | 0.001779 4194.82 8 -1.022351 | 0.002086 8873.36
16 -1.015811 | 0.001887 8291.48 16 -1.022124 | 0.002175 17677.83
32 -1.018901 | 0.001701| 16668.14 32 -1.022300 | 0.001898 35279.48
64 -1.020139 | 0.001948 | 32902.68 64 -1.022183 | 0.001953 69621.68

Tabel 12: Undersggelsaf N’s betydning. De fasteparametreer A = 0.25, M = 64 og n = 1000, og
observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormedd = —1 og N = 1000.

Et Pascal-programsom for forskellige veerdier af N og vha. den almindelige Euler
approksimatiorestimererl00 veerdieraf 6, finder denempiriskemiddelveerdiog spredningsamt
maler CPU-forbruget findesi AppendiksA afsnit A.15. Den enesteforskel fra dette program
og programmethvor vi estimerewha. denalmindeligel.5 ordensTaylor approksimationer, at
navnenegoa includefilerne skaleendredra f.eks. xEuler.incltil xTaylor.incl. De tilsvarendekald
af funktionersamtnavnetpa output-filenskal naturligvis ogsa eendresmenda der ellersikke er
nogenforskel,vil vi ikke gengivedetteprogrami AppendiksA. Narvi garovertil estimatiorvha.
denvariansreducerededgaveaf Euler approksimationenskal der defineredidt flere variable,
menellersligger denstoreforskeligeni includefilerne. Vi vil doggengivePascal-programmet
for denneversion,se AppendiksA afsnit A.16, mensdentilsvarendemed estimationvha. den
variansreduceredke5ordensTaylor approksimatiorudeladesidet denfremkommervedat eendre
pa detteprogramde sammesteder,somvi andredeved denalmindeligeapproksimation.

Resultatetaf programkgrslern&an sesi tabel 12. Vi bemaerkerat vi endnuenganghar sat
M = 64, n = 1000 og A = 0.25, somer de henholdsvisstgrsteog mindsteveerdier,vi vil bruge
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til disseparametre. Programmernesr kart pa maskinenelrond Nar vi estimerervha. Euler
approksimationerneservi som forventet, at biasenbliver mindre, nar N bliver starre. Nar vi
estimerevha. 1.5 ordensTaylor approksimationernesr der tilsyneladendéngen malbar effekt
af at eendrepa starrelsenaf N. Vi ser endvidere,at stagrrelsenaf N ingen betydninghar for
starrelseraf den empiriskespredning. Til gengeelder effekten af at anvendevariansreduktion
tydelig, idet spredningennar vi estimerervha. de almindeligeapproksimationerer tre til seks
gangestarreend spredningenpar vi estimerervha. de variansreducerededgaver. Tendensen
bliver tydeligere,hvis vi seetterantalletaf observationened og starrelseraf A op, sa vi hari
tabel 13 givet resultatetaf karslernemed» = 200 og A = 1.

Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
N Meané) e CPU-forbrugi N Meané) e CPU-forbrugi
sek. sek.
-0.856406 | 0.011915 205.30 2 -1.104419 | 0.016928 426.13
-0.949731 | 0.011884 397.04 4 -1.058555 | 0.017442 845.37
-0.997375 | 0.014170 796.10 8 -1.051428 | 0.017015 1674.20
16 -1.024263 | 0.015088 1586.19 16 -1.050652 | 0.017191 3363.56
32 -1.034736 | 0.015076 3180.34 32 -1.047590 | 0.014170 6734.56
64 -1.041445 | 0.015684 6352.06 64 -1.050747 | 0.015745 13439.21
Metode: Euler approksimation Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation
med variansreduktion. med variansreduktion.
-0.855447 | 0.003280 205.99 2 -1.103203 | 0.005557 426.00
-0.948062 | 0.004097 409.10 4 -1.058240 | 0.005015 855.85
-0.996958 | 0.004497 799.33 8 -1.049978 | 0.004196 1710.52
16 -1.021575 | 0.004815 1596.16 16 -1.047034 | 0.004841 3409.05
32 -1.033923 | 0.003986 3185.53 32 -1.047539 | 0.004876 6834.02
64 -1.039688 | 0.004700 6387.00 64 -1.046726 | 0.004470 13626.39

Tabel 13: Undersggelsaf N's betydning. De fasteparametreer A = 1, M = 64 og n = 200, og
observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormedd = —1 og N = 1000.

Forskellenei spredningen,nar vi gar fra almindeligetil variansreduceredapproksima-
tioner, er dog lidt stgrre,nar A = 0.25 og » = 1000, endnar A = 1 og n = 200.
| Bibby & Sgrensen3] bliver deti gvrigt ogsa bemaerketat starrelseraf IV ikke har denstore
betydning.Vi kandogseat tidsforbrugetfordobles nar starrelseraf N fordobles,og daderikke
synesatveerenogengrundtil atlade NV veerestgrreend16, kanderalligevelhentesnogettid her.

Estimationsresultater.

En sidste ting, som har betydning for hvor godt estimatetbliver, er antallet af led i
estimationsfunktionerglet vil sige stgrrelseraf n, samtafstandermellem observationernejet
vil sige A. Dissevil oftestveerefastlagtaf detgivne data-materialepg detteer envigtig forskel
i forhold til V og M, somvi jo selv bestemmestarrelseraf. Selvomvi saledesfinder ud af,
atn helstskal vaereaf envis starrelseger detaltsa ikke sikkert, at vi kan fa dettegnskeopfyldt.
Starrelsenaf A er, nar vi ser bort fra selve observationernemindre kritisk, idet vi blot kan
veelgestarrelseraf N i forhold til sterrelseraf A. Saledeskan vi i Taylor approksimationerne
opra ngjagtigden leengdeaf delintervallerne somvi matte gnske.
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Vi vil estimered vedforskelligeveerdieraf n og A for forskellige seetaf fastholdteveerdier
for N og M. Vi vil for fastholdtA, n, N og M udregneestimaternevha. af de forskellige
metoderpa de sammesaetaf observationersaledesat resultaterneved de forskellige metoder
skulle veere direkte sammenligneligefor hvert seetaf A, n, N og M. Et eksempelpa et
Pascal-progranmsomestimererl00 veerdieraf ¢, finder denempiriskemiddeheerdiog spredning
samtmaler CPU-forbrugetkan sesi AppendiksA afsnitA.17. | forbindelsemed beregningaf
CPU-forbrugetbgr vi vel endnuengangnaevne at programmerneer kgrt pa maskinenelrond
Programmetmodificereslet til estimeringved de forskellige veerdieraf » og A. Vi vil kun
simulereobservationern&ha. den 1.5 ordensTaylor approksimation. Resultatetaf karslerne
kan sesi tabel14 — 18. Vi vil naturligvissammenlignanedde veerdier,somer angiveti Bibby
& Serenserj3], sa ét saeetaf N og M er derfor N = 26 og M = 26. Bemeerk,at der godt
nok anvendesV = 25 og M = 25 i Bibby & Sgrenser{3], menvi udnytterjo, at Box—Mdller
algoritmengiver to uafhaengigeudfald pr. kald, sa af praktiskegrundekraevervi, atM er et lige
tal. Udover (N, M) = (26,26) vil vi undersgge N, M) € {(16,16), (16, 32), (32, 32), (32, 16),

hvor vi iseervil interesseres for betydningenaf starrelseraf M.

CPU- CPU-
A n Meanaf 6 se forbrug A n Meanaf 6 se forbrug
i sek. i sek.
Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
0.25 200 -1.035359 | 0.276538 | 1051.79 | 0.25 200 -1.035029 | 0.277987 2234.55
0.25 500 -1.033909 0.152639 2618.59 | 0.25 500 -1.033960 0.149783 5615.09
0.25 1000 -0.996680 0.110129 5200.88 | 0.25 1000 -1.001880 0.111316 11154.31
0.50 200 -0.999419 0.229188 1047.18 | 0.50 200 -1.013738 0.231879 2228.97
0.50 500 -1.006663 | 0.116989 | 2628.57 | 0.50 500 -1.013254 | 0.118426 5602.21
0.50 1000 -1.001880 | 0.094260 | 5250.61 [ 0.50 | 1000 -1.006370 | 0.094858 | 11233.65
1.00 200 -1.021106 | 0.165676 | 1099.46 | 1.00 200 -1.038193 | 0.167019 2350.16
1.00 500 -1.016331 0.099961 2635.51 | 1.00 500 -1.031609 0.106515 5610.54
1.00 1000 -0.992080 0.068686 5245.89 | 1.00 1000 -1.006890 0.068169 11159.78
Metode: Euler approksimation Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation
medyvariansreduktion. med variansreduktion.

0.25 200 -1.033081 | 0.275037 | 1052.22 | 0.25 200 -1.038047 | 0.275461 2254.17
0.25 500 -1.030093 | 0.148040 | 2643.84 | 0.25 500 -1.034048 | 0.149763 5774.57
0.25 1000 -0.998049 0.109610 5254.65 | 0.25 1000 -1.001287 0.109791 11452.17
0.50 200 -1.003315 0.224177 1052.27 | 0.50 200 -1.011980 0.227850 2290.71
0.50 500 -1.005205 0.115390 2645.41 | 0.50 500 -1.012163 0.116348 5746.60
0.50 1000 -0.997646 | 0.094506 | 5284.33 [ 0.50 | 1000 -1.005696 | 0.095100 | 11556.92
1.00 200 -1.018081 | 0.162624 | 1103.81 | 1.00 200 -1.034231 | 0.165301 2399.37
1.00 500 -1.013013 | 0.099430 | 2647.34 | 1.00 500 -1.029316 | 0.101146 5675.83
1.00 1000 -0.989473 0.068015 5254.58 | 1.00 1000 -1.004033 0.070527 11281.11

Tabel 14: Estimeringaf 8 for forskellige veerdieraf n og A. De fasteparametreer N = 26 og M = 26, og

observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormed = —1.
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Vi sammenlignerfgrst tabel 14 med Table 4.6 fra Bibby & Sgrenseri3], og ser at de to
tabellerstemmeifint overensog der er ikke tegnpa at vi estimerehverkendarligereeller bedre
endi Bibby & Sgrenseri3]. | Bibby & Sagrenserf3] Figur 4.5 er der tegnetet QQ-plot for
100 estimateraf § nar n = 500, A = 0.25, N = 26 og M = 26. De konkluderer,at plottet
viser, at fordelingenaf estimatorerneer teet pa en normalfordeling. De bemaerkerendvidere,
at det tilsvarendeplot for n = 200 viser, at normalitetendnuikke er naet. Lad os lave disse
plot for hver af de fire approksimationsmetodened A = 0.25 og » € {200, 500,1000}. Et
Pascal-progranil beregningaf estimaterne&an findesi AppendiksA afsnit A.18. QQ-plottene
er vist i figur 13 og tegnetvha. S-PLUS,se AppendiksC afsnit C.5. De rette linier i QQ-
plotteneer linierne gennemden empiriske middelveerdiog med den empiriskespredningsom
haeldning. Veerdiernefor den empiriske middelveerdiog spredninger udskrevettil sammefil
som selve estimaternepg ma derfor afleesesskrivesind i S-PLUS-programmebg fiernesfra
output-filerne,fgr S-PLUS-programmekares. Af disseplot kan vi for alle tre veerdieraf n,
ogsa for n = 200, konkludere,at en antagelseom normalitetsynesrimelig.
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Figur 13: QQ-plottil tjek af normalitetfor estimatorerné den hyperbolskediffusionsprocesned
A =0.25, n € {200,500,1000}, N = 26 og M = 26. Observationerner
simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimation.
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A n Meanaf se CPU-forb.i s. A n Mean af § se CPU-forb.i s.
Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
0.25 200 -1.047224 0.259409 406.26 0.25 200 -1.055010 0.253230 870.39
0.25 500 -1.031755 0.162724 1020.07 0.25 500 -1.041438 0.168511 2182.65
0.25 1000 -1.015730 0.111360 1980.47 0.25 1000 -1.025098 0.109164 4286.10
0.50 200 -0.977373 0.174363 399.29 0.50 200 -0.998613 0.185725 855.66
0.50 500 -1.008955 0.121815 991.53 0.50 500 -1.019795 0.126091 2125.25
0.50 1000 -0.982222 0.080258 2008.44 0.50 1000 -0.994446 0.086179 4316.93
1.00 200 -0.990051 0.160512 423.06 1.00 200 -1.014888 0.175382 911.88
1.00 500 -0.967061 0.111520 1000.98 1.00 500 -0.987144 0.116108 2126.05
1.00 1000 -0.983079 0.085800 2021.86 1.00 1000 -1.005659 0.086397 4291.15
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. med variansreduktion.
0.25 200 -1.041145 0.253713 413.53 0.25 200 -1.050410 0.253824 876.61
0.25 500 -1.028225 0.166255 1040.48 0.25 500 -1.035396 0.166028 2208.53
0.25 1000 -1.013760 0.109040 2025.84 0.25 1000 -1.019275 0.112125 4269.76
0.50 200 -0.977190 0.175531 402.13 0.50 200 -0.990813 0.177682 868.67
0.50 500 -1.003037 0.122586 998.65 0.50 500 -1.017407 0.125161 2164.82
0.50 1000 -0.978215 0.078453 2056.06 0.50 1000 -0.990520 0.080610 4332.21
1.00 200 -0.980530 0.160372 425.84 1.00 200 -1.003762 0.167866 928.69
1.00 500 -0.960139 0.111003 1007.27 1.00 500 -0.985525 0.118242 2161.76
1.00 1000 -0.977849 0.081026 2035.49 1.00 1000 -1.001887 0.086045 4362.66
Tabel 15: Estimeringaf 0 for forskellige veerdieraf n og A. De fasteparametreer N = 16 og M = 16, og
observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormed 6 = —1.
A n Meanaf § se CPU-forb.i s. A n Meanaf 8 se CPU-forb.i s.
Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
0.25 200 -1.009973 0.234956 795.34 0.25 200 -1.018250 0.244142 1706.21
0.25 500 -1.028884 0.152730 1990.29 0.25 500 -1.035623 0.153727 4271.14
0.25 1000 -0.985020 0.103338 3985.81 0.25 1000 -0.990183 0.103687 8553.42
0.50 200 -0.976509 0.208023 793.98 0.50 200 -0.987151 0.216957 1699.82
0.50 500 -0.994556 0.132852 1972.18 0.50 500 -1.005798 0.139368 4231.63
0.50 1000 -0.993406 0.088231 3976.52 0.50 1000 -1.005205 0.092052 8542.42
1.00 200 -0.976912 0.159998 851.11 1.00 200 -1.003213 0.165169 1821.16
1.00 500 -0.980640 0.096197 1981.55 1.00 500 -1.007139 0.103073 4202.78
1.00 1000 -0.979673 0.071968 3990.51 1.00 1000 -1.006575 0.075502 8471.42
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. med variansreduktion.
0.25 200 -1.010244 0.232280 813.42 0.25 200 -1.017671 0.238811 1712.78
0.25 500 -1.029514 0.150843 2031.49 0.25 500 -1.036509 0.152591 4289.76
0.25 1000 -0.981548 0.101148 4068.99 0.25 1000 -0.988630 0.102590 8589.73
0.50 200 -0.974985 0.208865 797.38 0.50 200 -0.987810 0.213753 1728.85
0.50 500 -0.993413 0.131148 1983.42 0.50 500 -1.006714 0.135270 4294.71
0.50 1000 -0.992080 0.087809 4068.53 0.50 1000 -1.005212 0.090736 8579.32
1.00 200 -0.974304 0.156663 852.86 1.00 200 -1.000737 0.165591 1858.99
1.00 500 -0.977805 0.095947 1989.81 1.00 500 -1.002524 0.100563 4281.20
1.00 1000 -0.978384 0.071011 4010.00 1.00 1000 -1.001375 0.074138 8592.12
Tabel 16: Estimeringaf 0 for forskellige veerdieraf n og A. De fasteparametreer N = 16 og M = 32, og

observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormedf = —1.
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A n Meanaf se CPU-forb.i s. A n Mean af § se CPU-forb.i s.
Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
0.25 200 -1.036721 0.245579 1600.21 0.25 200 -1.042222 0.242438 3436.49
0.25 500 -1.018389 0.159501 3978.66 0.25 500 -1.017957 0.161547 8552.93
0.25 1000 -0.999229 0.105415 7886.31 0.25 1000 -1.003271 0.108588 16914.28
0.50 200 -1.015730 0.209501 1601.28 0.50 200 -1.023911 0.212651 3444.91
0.50 500 -0.984792 0.119054 3995.00 0.50 500 -0.992944 0.119411 8587.31
0.50 1000 -1.005366 0.104451 7875.02 0.50 1000 -1.013350 0.106670 16888.38
1.00 200 -1.024233 0.172507 1649.20 1.00 200 -1.034202 0.179340 3534.25
1.00 500 -0.984866 0.099599 3993.59 1.00 500 -0.997493 0.101737 8551.84
1.00 1000 -0.988674 0.076939 7926.84 1.00 1000 -1.002341 0.081859 16949.52
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. med variansreduktion.
0.25 200 -1.038259 0.238129 1635.86 0.25 200 -1.040083 0.238770 3448.15
0.25 500 -1.015400 0.157297 4073.46 0.25 500 -1.018433 0.158127 8584.12
0.25 1000 -0.996760 0.106450 7948.20 0.25 1000 -0.999902 0.107427 17394.80
0.50 200 -1.016213 0.208982 1611.12 0.50 200 -1.023721 0.212024 3504.02
0.50 500 -0.986221 0.115609 4019.73 0.50 500 -0.993142 0.118290 8730.07
0.50 1000 -1.004883 0.102795 7953.33 0.50 1000 -1.011204 0.104178 17359.01
1.00 200 -1.020579 0.171786 1655.54 1.00 200 -1.033323 0.176448 3602.78
1.00 500 -0.981694 0.097044 4008.44 1.00 500 -0.993750 0.099407 8725.92
1.00 1000 -0.986521 0.077392 7936.18 1.00 1000 -0.998247 0.078530 17130.96
Tabel 17: Estimeringaf 0 for forskellige veerdieraf n og A. De fasteparametreer N = 32 og M = 32, og
observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormedd = —1.
A n Meanaf § se CPU-forb. i s. A n Meanaf 8 se CPU-forb.i s.
Metode: Euler approksimation. Metode: 1.5 ordensTaylor approksimation.
0.25 200 -1.032422 0.233126 797.94 0.25 200 -1.044917 0.238416 1714.32
0.25 500 -1.025515 0.147223 1992.75 0.25 500 -1.035813 0.154433 4279.59
0.25 1000 -1.015195 0.112922 3943.51 0.25 1000 -1.019048 0.113114 8487.64
0.50 200 -1.040259 0.217812 791.23 0.50 200 -1.047078 0.225658 1701.89
0.50 500 -1.003630 0.114113 1982.81 0.50 500 -1.008376 0.118125 4256.64
0.50 1000 -0.980691 0.079498 3969.54 0.50 1000 -0.986353 0.083373 8526.03
1.00 200 -1.018894 0.186298 841.93 1.00 200 -1.032854 0.188757 1803.21
1.00 500 -0.977644 0.100836 1995.37 1.00 500 -0.990710 0.100950 4230.39
1.00 1000 -0.981218 0.080063 3971.95 1.00 1000 -0.998240 0.082551 8440.15
Metode: Euler approksimatiormed variansreduktion. Metode: 1.5 ordensTaylor appr. med variansreduktion.
0.25 200 -1.030459 0.227315 814.07 0.25 200 -1.034077 0.232016 1719.71
0.25 500 -1.022900 0.144527 2036.03 0.25 500 -1.027939 0.148356 4298.64
0.25 1000 -1.013064 0.109552 4037.63 0.25 1000 -1.015774 0.111362 8523.51
0.50 200 -1.037065 0.218787 796.05 0.50 200 -1.045510 0.220705 1727.98
0.50 500 -0.999082 0.114201 1993.19 0.50 500 -1.005535 0.115027 4322.49
0.50 1000 -0.978706 0.076521 4058.59 0.50 1000 -0.985203 0.078136 8571.65
1.00 200 -1.011921 0.180648 844.53 1.00 200 -1.027031 0.186470 1838.66
1.00 500 -0.974282 0.096837 2002.04 1.00 500 -0.986396 0.099615 4313.61
1.00 1000 -0.980435 0.077775 3988.57 1.00 1000 -0.991465 0.080280 8607.72
Tabel 18:  Estimeringaf 0 for forskellige veerdieraf n og A. De fasteparametreer N = 32 og M = 16, og

observationerner simuleretvha. den 1.5 ordensTaylor approksimatiormedd = —1.
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Hvis vi serlidt neermerepa tabel 14, kanvi se,at spredningerbliver mindre nar » og/eller
A bliver starre. Der er en svagtendenstil, at biasenbliver mindre, nar » bliver starre,men
naeppenogetder kan havepraktisk betydning.Biasener i det heletagetikke szerlig stor. Hvad
angar effektenaf variansreduktionernea er densveaerat seog druknernoki spredningemellem
observationssaettenmender er dog entendendil mindrespredningnar de variansreducerende
approksimationeaf den betingedemiddelveerdi ' anvendes.

| tabel 15, hvor N = M = 16, tabel 16, hvor N = 16 og M = 32, tabel 17, hvor
N = M = 32, ogtabell8,hvor N = 32 og M = 16, servi sammetendens spredningernesom
vi bemeaerkedevenfor. Hvis vi sammenlignetabel15 medtabell6, kanvi se,at deter sveertat
sigenogetentydigtom hvilken effekt, starrelseraf M harpa estimaterneVi ser,at spredningen
noglegangebliver mindreog noglegangestarre,nar M bliver starre. Detteskyldesformodentlig
igen, at effekten, af at ggre M starre,drukneri variationenmellem observationssaettendet
ville derfor veereinteressanat variere M underbrug af de samme100 observations®t for pa
denmadeat fjerne variationenmellemszettendor de forskellige veerdieraf A/, menvi harikke
pravetat ggredette. Ved sammenligningaf tabel 17 medtabel 18 servi sammetendenseller
mangelpa samme,som ved sammenligningaf tabel 15 med tabel 16.

Vi naevntetidligere, at det er interessanat undersggeom det er bedref.eks. at anvendeen
variansreducerdtulerapproksimatioomed M = 16 fremfor enalmindeligEulerapproksimation
med M = 32. Vi sa tidligere, at hvis vi kun betragterapproksimationertil den betingede
middelveerdiF, sa er svaretklart ja. Dels far vi mindre spredning0og delstagerberegningerne
kun cirkadenhalvetid, sef.eks. tabel6. Narvi serparesultaternétabell5og 16 samti tabel 17
0g 18, er detsveereraat give et klart svar. Tidsmaessiger der sammefordel somfar, menhvad
angar spredningensa druknerdenaltsa desveerre variationenmellemobservationssaetten®er
synesimidlertid ikke at veerenogengrundtil ikke at scoreden tidsmaessiggevinst,menigen
kunnedet haveveeretinteressanat se effekten, nar variationenmellem observationsettenefor
de forskellige veerdieraf M fjernes.

Hvis vi i stedetserpa effektenaf IV, sa kanvi ved sammenligningaf tabel 15 medtabel 18
og tabel 16 medtabel 17 ikke se nogenklar tendenstil, at biasenaendresaf en fordobling af
N fra N =16 til N = 32. Derimodservi, somforventet,en fordobling af tidsforbruget,og vi
ma derfor konkludere,at N = 16 er at foretraekkefrem for N = 32. Igen ville det nok have
veeretpa sin pladsat fierne variationenmellem observationsseetterfer de forskellige veerdier
af N, menfra dentidligere undersggelsaf betydningenaf N ved vi, at for M = 64 er der
intet at hentei form af mindrebiasved enfordoblingaf N = 16 til NV = 32, setabell2 og 13.
Der er ingengrundtil at tro, at dette faktum eendresaf at seetteM = 16 eller M = 32, men
det burde nok undersggesicermere.

Hvis vi slutteligt sammenlignetabel 14 og 17 medtabel 15, ma konklusionernveere,at der
ikke er nogengrundtil at brugenaestertre og fire gangesa lang tid pa at finde nogle estimater
for 6, som ikke er veesentligtbedre.
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3 Approksimativ likelihood inferens.

Vi vil i dette kapitel se pa den estimationsmetodéor diffusionsprocesseisom indfaresi
Pederserj18]. Dette er en metodeaf den type, hvor log-likelihoodfunktionenapproksimeres,
hvorefterestimatefindesved at maksimeredenapproksimativdog-likelihoodfunktion. Metoden
er altsa i god trad med, at hvis vi kendte ovelgangsteethederna ville vi finde maksimum
likelihood estimatetfor den ukendteparameterd. | artiklen af Pederser{18] behandleshelt
generellediffusionsprocessegltsa lgsningertil stokastiskedifferentialligningerpa formen (5),
som eventueltogsa kan veeretidsafhaengige.

3.1 Den approksimative overgangst sethed.

Den egentligeapproksimationligger i ovegangstetheden. Vi skal i det fglgendese, at
denapproksimationsomer givet i Pedersenl8], har udgangspunki Euler approksimationen.
| de teoretiskeovervejelserviser det sig, at Euler approksimationense delafsnit2.3.2, med
fordel kan omskrivesved at anvendeen andendiffusionskoeficient og en andenWienerproces,
som endviderekan vaereaf lavere dimension. Euler approksimationemar ogsa under navnet
Euler—Maruyamaapproksimationerog for at skelnede to opskrivninger,vil vi give dennye
opskrivningdette navn. Omskrivningener en fglge af nedensiendeLemmas.

Lemma 6.
Enhverlgsningtil denstokastiskedifferentialligning(5) er ogsa lgsningtil falgendestokastiske
differentialligning:

dX, = b(t, X3 0)dt + a2 (t, X;; 0)dW, , Xy, = @0, t € [to, T), (23)
hvor W er en d-dimensionalstandardWiener procesgivet ved, at
-~ 1
dW; = a_E(t,Xt;Q)a(t, Xt;H)th , b€ [to,T].

Her betegnerden symmetrisked x d matriks a%(t, x;6) den positivt definitte kvadratrod af
a(t,x;0) givet ved, at

o=
o=

a?(t,z;0)az(t,z;0) = a(t, x;0).

Bevis.
Vi betegnedeninversematrikstil a%(t,x; 6) meda_%(t,x;e), og deneksistererdaa%(t,x;9)
er positiv definit. Lad os regnelidt pa den stokastiskedifferentialligning (5):

ix, ¥

b(t, Xt; H)dt + O'(t, Xt; 0)th
b(t, X¢; 0)dt + a2 (t, Xy 0)a™2(t, Xy 0)0 (¢, Xy; 0)dW,
b(t, X¢: 0)dt + a2 (t, Xy; 0)dW,,

hvor - )
dVVt = G_E(t, Xt; (9)0(t, Xt; Q)th
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Euler—Maruyama approksimationen.
Vi betragteengenerell-dimensionatliffusionsproces( defineretpaetintervallet[s,¢] C [to, T]
og far sa felgendeskema:

Y

0
Yon=Y N+ (6 —7p1)  b(The—1, Yr_, N3 0)
+ aé(’rk—]J YTIC717]V-; 9)(Wfk’s - WH’S ) ’ k — 1; e 7N)

Tk—1

,JV:XS:‘T

hvor
t—s

N
09 Wf’s er en d-dimensionalstandardwiener proces,sa

Tk:3—|—k- ,kZO,l,...,N,

t—s

(Wrak’s - W97s ) ~ ]Vd((), (Tk - Tlc—l) : Id) = Nd<0, T

o 1) ,k=1,...,N.
Bemeerk,at ip = s og 7y = t.

Vi ladersa Y; v = Y7, N veereEuler-Maruyamapproksimationenil X;.

Bemaerkning.
Underbetingelsernd1) — B3), seafsnit2.1, vil Euler—Maruyamapproksimationetkonvegere
stengtmed ordeny > 0.5 i LY(Py ), detvil sige,at

lim Ep,, [ Xi —Yinl] =0,

N—oo

se delafsnit2.3.1. Hvis ovelgangsfordelingen , , o Y; ;v af Y; x under P , ., har en teethed
pn(s,z,t,y;0) mht. Lebesgueralet pd R?, sa motivererdetteresultattil at brugedennetaethed
som approksimatiortil diffusionsprocessemsveigangsteethed(s, x,t,y;0).

O

Vi haraltsanu etbudpa, hvordandenukendteovergangsteethekianapproksimeresg vi skal
I Seetning3 0g 4 se,at dettebud er ganskefornuftigt. Vi vil dogfaerstvise,atdenapproksimative
ovelgangstaethedy (s, z,t,y; 0) kanfindeseksplicitfor N = 1 og approksimeregor N > 2 pa
enmade,somer anvendelig praksis. Hvis detteikke var muligt, ville py (s, z,t,y; 0) ikke have
nogenpraktisk relevans.NedenshendeSaetning? er identiskmed Theoreml i Pederserj18].

Seetning 2.

FordelingenFy ; , o Y; v af Y; iy underP , . harfor fastholdtty < s <t < T,z € R%, 6 € ©
og N € N entaethedpy(s, z,t,y;0) mht. Lebesgueralet pa R.

For N = 1 kan vi veelgeden kontinuerteversion:

psotyi) = @ (0= ) Jaoai0)| Fexp{ g
(== (=)W, ) 0 (s, 0)(y — (1= ) D, w3 0)

hvor |a(s, z; 0)| betegnedeterminanterf a(s, z;0) = o(s, ;0)o” (s, x;0), somantagesat vaere
positiv definit for alle s € [ty, T] og alle z € R?, sebetingelseB3) i afsnit2.1.
For N > 2 harvi for enhverversionaf p; (s, z, t, y; 8) falgendeudtryk for px (s, z,t,y; 0):

p]\f(sa x,t,y; 9) = EPG,S,Z [pl(T]V—la YTN_1,]\ra t,y; 9)]!

hvor § = = og &y = v.



Bevis.
Fra Euler—Maruyamaapproksimationerfar vi, at

Ys1=1
Yii=Ys1+(t—s) b(s,Ys1;0) + az (s, Ysi; o)W, — W),
hvor W* — W ~ Ny(0, (t — s) - I)), s&
Yii =+ (t—s) - b(s,a;0) +a? (s, ; 6) (W) — W)

~ Ny(z + (t—5) - b(s,2;0), a2 (s, x;0)(t — s)Ig(az (s, z;0))T)
= Ng(z+ (t —s)-b(s,z;0),(t — s)-a(s,z;0)).

Men sa har vi jo, jfr. f.eks. Hoffmann—Jagensen9] formel (4.22.1),at

ol

(=) (s, 73 0) 7 - exp{— - (y = (a+ (£ = ) - b(s, 7 0))T

((t=s) - a(s, z; 9))_1(91— (@+(t—s) b(s,2;0)))}
“la(s, x;0)| 72 'eXP{—m'

(y—a—(t—s)-b(s,2:0)) a™ (s, 2;0)(y — = — (t = 5) - b(s, 23 6))},

pi(s,x, t,y;0) =(2- )~

(MW

=27 (t=s))"

altsa det pastedeudtryk for py (s, z,t,y;6).

Lad nu N > 2. Vi minder om, at py(s,z,t,y;60) er en teethedfor Py, e Y; y mht.
Lebesguerdlet \Y paR?. Lad YN = (Y;, v,..., Yoy n), 2har YY) under Py ;. en teethed
givet ved

AP g, oY)

(d)\d)N (yl,...,yN).

Pa grund af Markov egenskaberer

Py(Yo N =uklYun=v1.-- Yo N =Yk-1) = Bo(Yo N = 0| Yr o N = Yi—1), (24)

o

Sa

Po(Yaon=y1,.... Yoy N = YN)
=Yy Nn=yNIYaN=Y1,.. Yoy o N=YN-1) Po(Yn=v1,.... Yoy . N =YN-1)

(24)

= PQ(YTN,N = yN|YTN—1,N = yN—l) ’ P9<YT1 =Y. YTN—lyN - yN—l)
N

== [[ P(Veov = vl Yo ooov = w1,
k=1

idet vi i sidstelighedstegnudnytter,at Py(Y,, v = 1) = Py(Y, v = 1|Yr,y = %0) med
Yo = x. Vi far sé, at

dPgsw.Y(N) N
W(yl’ YN = le(Tk—layk—th,yk;@),
k=1

idet den betingedeovemangsfordelingunder P , ,, af Y;, v givetY,, | n = x eridentiskmed
ovemgangsfordelingeninder , , af Y7, 1 = Y; 1 givetY; 1 = x. Menvi kanjo finde teetheden
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for Py,  Y; v ved at integrerede gvrige variableud. Ladervi derfor{y = x og {nx = v,
sa far vi, at

dP, ”oY
pn(s,x,t,y; 0 / / ed/\d (fl,...,fN)-d&...di_l
R

= / HPl(Tk—1,§k—1,Tk,§k;9)'d§1"'d§N—1
)N

(Rd)N-1 k=1
:/p1<7'N—1a§N—177'N7§N§9)'
Hd

le Thety Ehet Thy Ek3 0) - d€1 -+ dEN—g - dEN
(Hd)N—Z k=1

= EPo [pl(TN 17YTN 1, N> T, Y, 0)]

(*) Chapman—Kolmogorovégning.

Bemaerkning.

For N > 2 benyttervi i praksisdenbasaleMonte Carlo metode,sedelafsnit1.2.1,detvil sige,
atvi approksimerepN(s x,t,y;0) ved et gennemsnipa falgendemade:

Lad {YN 1} —; veereeniid fglge af stokastiskevektorermed sammefordeling somY.,_, n

underP ; .. Vivil i delafsnit3.1.1vise, hvordandennefglge kanfrembringes.Vi approksimerer
Apn(s,x,t,y;0) ved py (s, o, t,y; 0), somer givet ved falgendegennemsnit:

M
~ 1 m
Prar(s, 2 t,y50) = 27 D pi(Tv-1, Yy 63 6). (25)

m=1

Vi ved g4, jfr. delafsnit1.2.1, at

ﬁN,M(Sa x, 1, y; 0) ]wn_S) pN(S, x, 1, y; 0)’

—00

og det er endvidereen middelveerdiretapproksimation.
Hvis vi indseetterudtrykketfor py(s,x,t,v;6) fra Saetning2, sa far vi fglgendeudtryk for den
basaleMonte Carlo approksimation:

(s, @, t, ;0 Z{ (27 (t—7nvo1)) 77 - Ja(rog, Yah:0) 77
1 m (26)
el gy (0 Y (= ) b, YT 0)T
ca Ny, Y 0y — YA, — (8= ) - blrv—1, YA )]
Vi bemeerkeendvidereat Ty_y = s + (N — 1) - 52 =t — 522, 4t — 7y = 132
]
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Vi vil i Seetning3 og 4 nedenforgengiveTheorem? og 3 fra Pedersefil8]. Dissessetninger
giver som naevnten begrundelsdor, at det har god mening at anvendeden approksimerede
ovelgangsteethegy (s, z,t, y; 0). Bemeerkdog, at deri forhold til Seetning2 er nogle ekstra
betingelseri form af konstantdiffusionskoeficient i Saetning3 og homogeniteti Seetning4.
Bevisernefor saetningerneverspringesmenkanfindesi Pedersefil8]. Det skaldogbemaerkes,
at bevisetfor Saetningd, altsa Theorem3, kraevergod kendskaltil Malliavin kalkule.

Seetning 3.
Antag, at betingelserné81) og B2) er opfyldte, se afsnit 2.1. Antag endvidere at

). afbildningen(t, z) — b(t, x;6) er kontinuert,og

ii). d x d matricena(t,z;6) = a(6) er konstantog positiv definit.
Da eksisterem(s, x,t,y;0), ogfor allety < s <t < T,z € R? og 6 € O vil

L'

p]\f(saxatay;e) (_> )p(S,.ﬁU,t,y,G)

N—oo

Seetning4.
Antag,atdenbetragtedaliffusionsprocegr homogereller medandreord, atvi eri detautonome
tilf zelde. Antag for alle € ©, atb(- ;0) : R? — R? og o(- ;) : R? — R?*" er begreensede
med begreensedafledteaf enhverorden. Antag endvidere,at a(- ;60) = o(- ;0)0” (- ;0) er
strengtpositiv definit, det vil sige, at der eksistereret ¢(§) > 0, saledesat a(x;0) — €() - I,
er ikke-negativdefinit for alle z € R
Da eksisteremn(t, z, y; §), og for fastholdtt € [to, T], = € R? og 8 € © vil
1/yd
pn(t,x,-;0) L&\) )p(t,x,- ;0).

N—oo

Endviderevil
p(t, @, y;0) = lim inf pn(t, @, y;0)

for A\-naesteralle y € R?, sa hvis py (¢, z, - ;§) konvegererpunktvist, sa konvegererdenmod
p(t,z,- ;0).
O

3.1.1 Frembringelse af fglgen af Y’er.

For at frembringeden fglge af stokastiskevektorer,somvi skal brugei approksimationen
til pn(s,2,t,y;0), udnyttervi nedenstendeLemma?.

Lemma 7.
Lad {U™ V-1 M vaereeniid falge af stokastiskevektorermed U™ ~ N..(0,T,.).
Lad {Y™ }M_ veeregivet ved, at

Yb(m) =7
m m t—s m
Y/c( ) = Yk:(—l) + N ’ b<7—k—17 Yk(—l)’ 0)
+ t_S-J(Tk_l,YéTl);G)UIEm) yk=1,...,N —1,

N
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form =1,...,M, hvor 7, = s + k - 152
Da har Y](V"i)l sammefordeling, somY,,_, v harunderFy ., hvorY,, v erdet(N —1)'te
trin i EuleMaruyamasskema.

Bevis.
Husk pa, at
t—s 1 0.s 0,s
Ykal,N - Y'rk,z,N + N : b(Tk—Qa YTk72,N; 0) + a2 (Tk—Za Ykaz,N; 6)(W7-k7_1 - WT[;_Q)’
hvor
0,s 0,s t—s
(WTk—l - WTk—z) ~ Nd(o, T . Id)

Vi har, at a%(Tk_g, Ys._,.v; 0) erenpositiv definit d x d matriks, sa givet Y;, _, x Vil

t—s

t—s
YTk—1,N ~ Nd(YTk—z,N + T ’ b<7—k—27 YTk_z,N; 9)7

: CL(T/C—?? YTk_27N; 0))1
for k = 2, RN N, idet a%(Tk_g, Yrk,z,N§ 9)Id(a%(ﬂ€_2, Ykaz,N; 9))T = (L(Tk_g, Yrk,z,N; 9) .
Vi minder dernaesom, at o(s, ; 0) er end x r matriks, sa givet ") vil

t—s t—s
N N
t—s (m) t—s (m)

:Nd(Yk(T2)+T-b(Tk_g,Yk_Q;H), a2, Y700)  k=2..N,

)2 0 (Thegy Y 0) L0 (7, Y5 60))

b(7hn, Y1 0), ( m.

Y Ny (v + 2

idet o (7;,_2, Yk(f;); 0)o! (14—, Yk(TQ); 0) = a(tp_a, Yk(f;); f). Da Yo(m) =z =Y, v, servi derfor,
at ){{,@1 ~ YN form=1,... M.

O

3.2 Den approksimative log-likelihoodfunktion.

Vi er nu klar til at definereden approksimativelog-likelihoodfunktion. Vi minder om,
at hvis ovegangstaethederng(s, z,t,y;0) var kendte, sa ville vi anvendeden rigtige log-
likelihoodfunktion

ln(e) = Z ln(p(ti—lﬁ Xti—l? tia Xti; 0))'
=1

som fremkommerved at tage logaritmen til likelihoodfunktionen givet i formel (6), se i

startenaf Kapitel 2. Den approksimativelog-likelihoodfunktion, som givesi Pederser{18],

fremkommersa ved at indseette de approksimativeovelgangstethederi stedetfor de ukendte
ovelgangsteethederDenneapproksimatiorafheengematurligvis af V:

ln,N(e) - Z hl(p]\f(ti—la Xtifm tia Xtm 0))
=1
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| tifeeldet N = 1 kanvi, jfr. Sesetning2, opskrive et eksplicit udtryk for den approksimative
log-likelihoodfunktion:

ln,l (9) = Z ln(pl(ti—la Xtiflﬂ tia Xti; 9))
=1

= Z{—g . ln(2 . 7() — g . hl(ti — ti—l) — % . 1n(|a(ti_1, X, 4 9)|) (27)
1=1

1
2. (ti —ti—1)
. a_l(ti_l, X, 4 9)(th - Xy, — (ti — ti—l) . b(ti_l, X, s 0))}
| detgenerelletilfeelde N > 2 benyttervi i praksisden basaleMonte Carlo approksimatiortil
den approksimeredevegangstaetheddet vil sigepy (s, z,t,y;6), og vi far sa, at

Xy — Xty — (t — tima) - b(tim1, Xey_y30))

~ 25

In, N, (0 Zln Zm TN - I)Y]Sf )1,tz,Xt ;0)). (28)
Vi vil nu give den vigtigste begrundelsefor, hvorfor Pedersensnetode giver god mening.
NedenshendeSaetnings er identiskmed Theorem4 i Pederserfil8], og et beviskan findesder.
Vi betegnerden sandeparameterveerdior # med 6.

Seetning5.
Hvis py (s, z,t,- ;0) konvegerermod p(s, z,t,- ;6) i L'(A?) for N — oo for alle 0 < s < t,
z € R?ogf €O, savil I, x(9) konvegeremod ,(9) i sandsynlighedinder P, for N — o
for allefd € © ogn € N.

U]

3.3 Minimeringsproceduren  Powell.

Vi mangler nu blot en metode til at finde maksimum af den approksimative log-
likelihoodfunktion. Det vil ofte veere sveert at finde de afledte af log-likelihoodfunktionen,
sa vi har brug for en procedure som kan maksimereudenbrug af disse. Faktisk har vi pro-
blemer med at differentierefor N > 2, da fglgen {Y]S,ml}m 1 implicit afheengeraf 6, og
specieltnar vi i neestekapitel vil forsggeat bestemmeet estimatfor parametrene en stokastisk
volatilitets model, kan vi godt glemmealt om at differentierelog-likelihoodfunktionen.Vi kan
saledesikke anvendebisektionsmetodemer, da dennemetodei givet fald skulle sggeefter
nulpunkterfor den afledteaf log-likelihoodfunktionen.Vi har endviderebrug for en procedure,
somkanmaksimereenflerdimensionaparameteeller medandreord flere parametrgpa éngang.
Der findessikkert et vaeld af godeog darlige procedurermenvi har valgt denflerdimensionale
minimeringsmetodesomfindesi PressFlannery,Teukolsky& Vetterling[19] afsnit 10.5. Pro-
cedurengar undernavnetPowell’s metode,og ideenkan kort beskrivesved fglgende:

Lad eq,...,e, betegneenhedskoordinat vektorernei R? og lad P € R? veere vores
startpunkt.Brug en 1-dimensionaminimeringsprocedurél at finde minimum langslinien
P + \e;. Startderneesti det fundne minimumspunktog find minimum i retningenes.
Fortseetmed at cykle gennemmaengderaf retninger{ey,...,e,} indtil funktionenikke
aftagermere.
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Denneidé er dog videreudvikletog modificereti detendeligeprogram,somvi ikke vil beskrive
naermere. Vi henvisertil Press,Flannery, Teukolsky & Vetterling [19], hvor der dels er en
beskrivelsaf problemerneneddenoprindeligeidé, delsenbeskrivelseaf hvadmansakanggre,
og delsnoglereferencer.Vi bemeerkerat denanvendteproceduraninimererdengivne funktion
f, mendette svarerjo til at maksimere—f, sa vi skal altsa indsaette—i,, (¢) i proceduren.
Den givne procedurekan naturligvis ogsa anvendeshvis ovegangsteethederner kendte,men
maksimumsveerat finde eksakt. Et Pascal-programmed den omtalte minimeringsprocedure,
kan findesi AppendiksA afsnit A.19.

3.3.1 Tjek af minimeringsprogrammet.

For at tiekke om minimeringsprogrammete AppendiksA afsnit A.19, overhovedevirker,
har vi afpravetdet pa log-likelihoodfunktionenfor en N(u,o?)-fordeling. Vi ved, at log-
likelihoodfunktionener pa formen

n

n 1
U 0®) = =5 @2 7 0) = g D (i — )",
i=1

sa vi skal altsa minimere funktionen

n n 1
fp,0®) = =U(n,0%) = 5 In(2-m)+ 5 -In(0?) + 757 z;(l"z — ).
1=
Vi staderimidlertid umiddelbartnd i et problemmedPowell procedurenParametrene Powell
procedurervariererfrit, menfor normalfordelingerer det kun middelveerdiensomvariererfrit,
mensvariansenskal veerestrengtpositiv. Dette problemklarer vi dog let vha. identiteten

2 ~
o2 = 6ln(a ) — 7

hvor den “nye” parameters ma variere frit, daln(s?) € | — oo, 00, nar o € ]0,00[. Et
Pascal-programsom simulerer10.000 N (5, 2)-fordelte udfald, estimerery, og o vha. Powell
metodersamtfinderdenempiriskemiddeleerdiog variansfor de simuleredevaerdier kanfindes
i AppendiksA afsnit A.20. Resultatetaf karslener opsummeret tabel 19, og vi kan se, at
Powell metodeni dette simple tilfaelde virker rigtig godt og hurtigt.

1% o?
Powell estimat 5.001271 1.974178
Empirisk veerdi 5.001273 1.974178

Funktionsveerdk -17590.145925

Estimaterfundetefter 2 iterationer

Tabel 19: Tijek af programmetil Powell metodenpa log-likelihoodfunktionenfor en
N(u,o?)-fordeling. Observationerner 10.000simuleredeudfald fra IV (5, 2)-fordelingen.
3.4 Eksempel.

Vi vil nu anvendeovennaevntemetoderpa et konkret eksempel,nemlig eksempel?2 i
Pederseril8] afsnit 4. Betragt den 1-dimensionalediffusionsprocessom er Igsning til den
stokastiskedifferentialligning

X2
dX; = —0- X, -dt 9-,/1 L. dw, " Xo=0,t>00g6 > 0. 29
t t + +1+th t 0 = g (29)

60




Bemaerkat vi nu ertilbagei detautonometilfeelde, sa notationenfra Kapitel 2 kan frit benyttes
her. Vi ser,atd = r = ¢ = 1, K4 |a(x;0)| = a(x;0) = o(x;0)07 (2;0) = 0?(x;6) og

(y—x — A b(;0))>

(y == A b(w;0) a (230)(y — & = A b(a;0)) = o2(; 0) '

og vi bemeerkerendvidere,at ¢ > 0 sikrer, at o(z;6) > 0.

3.4.1 Simulering af udfaldsstier.

Da vi gnskerat afprgveestimationsmetoder@r vi ngdttil at skafe os nogle observationer.
Vi vil derforfarstvise, hvordandiffusionsprocessekan simuleres.| Pederseril8] undersgges
den approksimativeog-likelihoodfunktionpa en udfaldsstisimuleretvha. Milsteins skema,se
delafsnit2.3.3, sa lad os gare det sammeher. Fra den stokastiskedifferentialligning (29) har
vi fglgendedrifts- og diffusionskoeficienter:

b(z;0)=—0-x

12
o(x;0)=126- 1+1+—$2.

Fradelafsnit2.3.3servi, at vi har brug for denfgrsteafledteaf diffusionskoeficienten:

0 - ( 2z 222z )

do T+a? ~ (1222
o'(2;0) = o—(2;0) =
Oz 2\ /14 12
0-(2-x-(1+a?)—2-2%) 0-x
2-(1+a2)2 1+ 12, (1+22)2/1+ 1%,
Heraf far vi, at
62 . x

o(x;0)- o' (x;0) = s

og Milsteins skemabliver dermed:

Ly = Xt

72 —
Tk—1
o= Zny =0 Zny - Ot 0y 14 2 — - Wa

0% Z,_, —~
L (WP =68} L k=1,...,N.

+
2. (1 + ng_1)

Vi vil simulereprocessertil de aekvidistantetidspunktert; = iA, « = 1,...,1000, med
A = 0.1, og i Milsteins skemavil vi lade , = 6 = % med N = 1000. Vi lader endvidere
0y = 5 veerevores sandeparameterveerdidet vil sige den parameterveerdisom anvendedil
simulering af observationerne. Disse veerdier for de forskellige parametreanvendesogsa i
Pederseif18], og et Pascal-programsomfrembringerdisse1000udfald {z; } 29° medzy = 0,
findesi AppendiksA afsnitA.21. Vi hari figur 14 plottet to typiske udfaldsstiervha. S-PLUS.
Nar vi i det felgendeanvenderet fast observationssaeyil det vaere observationerndra den
gversteaf de to viste udfaldsstier.
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Figur 14: To typiske udfaldsstierfor eksempletmed §, = 5.

3.4.2 Estimering.

Vi vil nu estimeredenukendteparamete¥d vha. denapproksimativdog-likelihoodfunktion
l,.n(0) for forskellige veerdieraf N. Vi vil i farste omgangtegne de approksimativelog-
likelihoodfunktionerved at udregneveerdiernefor 6 = 3+ k- 0.1, £ = 0,1,...50, detvil sige,
for 0 € [3,8]. Detteer ogsagjorti Pederseifil8], savi kansomettjek sammenlignenedfigur 2
i denartikel. Dernaestil vi maksimerede approksimativdog-likelihoodfunktionervha. Powell
procedurense afsnit 3.3. Det er nok at skyde graspurvemed kanoner,idet vores parameterer
1-dimensional. Hvis dette skulle optimeres,skulle man nok bare pille dendel af programmet
ud, somudfarerden 1-dimensionelleminimering for de enkelteretninger. Vi vil dogikke pille
ved programmet,men blot forvente, at der kun kraevesto iterationeri Powell procedurerfar
minimumspunkteer fundet— et gennemlghil at finde punktetog et gennemgsb til at tjekke, at
detfaktisk er minimum. For at undersggdetydningeraf starrelseraf N og M, vil vi finde 100
estimaterpa sammeobservationssagig bestemmeden empiriskemiddeleerdi og spredningaf
disseestimater.Maskeer 100 estimateifor fa, menaf tidsmaessig@rsageer vi ngdttil atga pa
kompromis.Vi sammenligneendvidereCPU-forbruget,og i denforbindelsebar vi vel naevne,
at programmerneer kert pa gandalf Endeligvil vi undersggevalitetenaf estimaterneved at
simulereet nyt seetaf observationefor hvertaf de 100 gennemigbpg bestemmalenempiriske
middelveerdiog spredningaf de 100estimaterfor . Hervil vi ikke beregneCPU-forbrugetpg vi
benytterderforikke ngdvendigvisammemaskinefor alle veerdieraf N og M. Dererimidlertid
numeriskeproblemerjsaernar vi simulereret nyt observations®tfor hvertgennemlgbpg dette
problemundersggevi lidt neermerda delafsnit3.4.3. Vi betragtemu farsttilfeeldet N = 1.

Log-likelihoodfunktionen for N=1.
Vi minder om, at vi nu har t; — t;_1 = A, og indseetterde aktuelle koefficienter i den
approksimativdog-likelihoodfunktioni, 1 (#), se afsnit3.2. Vi far dermed,at
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2

- 1 1 X7
L1 (0) & ;{—§-ln(2-7r-A)—5-111(92.(14_%))
- (Xia = Xi-pa+A- 92- X(i_l)A)Q}
2.A.92.<1+1i{;(ﬁ)
:—g-ln(Z-w-A 62)
_ L i{ln(l " X(Qi—Ql)A )+ (Xia+(A-0-1) ;X(i_l)A)Q}'
2 3 1+X(i—1)A A'92'<1+1-|-X)(é(+.1m)

i—1)A

O

Et Pascal-programsomfor § = 3+ k-0.1, £ = 0,1,...,50, udregnerveerdienaf I, 1(6),
kanfindesi AppendiksA afsnitA.22. Resultatetf at kare detteprogramer dendel af figur 15
og 16, hvor N = 1, og dissekurver er tegnetvha. S-PLUS.Heraf servi, at denapproksimative
log-likelihoodfunktionharmaksimumfor 6 ~ 4. Vi hardesuderafleestveerdieni outputfilen fra
denneprogramkegrselopg veerdienkan findesi tabel 20. Derfrafar vi et estimatfor  pa 4.0. Vi
bemeerkerat detteselvfglgeliger et upreecistestimat,da vi kun har beregnefunktionsveerdien
for f-veerdierne3, 3.1,...,8, og kun for denneenekgrsel,menda Pederserj18] formodentlig
har gjort det samme,kan vi som et groft tiek sammenlignetabel 20 med Table 1 i artiklen.
For N = 1 servi, at der er god overensstemmelsmellem de to tabeller, sa nar man tager
det forbehold, at vi givetvis har anvendten starre -springstarrelseend Pederser{18], samt
ikke mindst at beregningerneaf de to tabellerikke er udfart pa sammeobservationssaesynes
vore resultaterat veererimelige. Et Pascal-progransomfor fast observationssaststimererl00
veerdieraf # vha. Powell’'smetodeog finderdenempiriskemiddelveaerdiog spredningkanfindes
i AppendiksA afsnit A.23. Resultatetaf en kgrselaf detteprogrampa sammeobservationsst,
somblev anvendtil tegningaf denapproksimativdog-likelihoodfunktion,kansesi tabel21. Vi
sersomforventet,at denempiriskemiddelveerdiaf estimaterndor 6 bliver ca. 4, nemlig4.0146.
DettilsvarendePascal-progranfjvor et nyt observationssasimuleresved hvertgennemlgbkan
findesi AppendiksA afsnit A.26. Resultatetaf at kare detteprogramkan sesi tabel22. Herfra
far vi en empirisk middelveerdifor § pa 4.0245 og en empirisk spredningpa 0.08718.

Vi gar dernsesovertil detgenerelldilfeelde N > 2. Til dettefarvi somnaevnttidligere brug
for den falge af stokastiskevariable {Y\™, }*_,, som frembringesvha. Lemma7, se delaf-
snit3.1.1. Det vil altsa sige, at {){{,"i)l}n]‘le ereniid falge af stokastiskevariablemed samme
fordelingsomdet (N —1)’te trin Y, _, n fra Eulerskemaefor X;a startet X@i-1)A- Bemaerk,
atskridtlaengder;% afhaengenf starrelseraf N. Vi bemaerkengsa, selvomdetteer totalt oplagt,
att; —Ty—1 = %. Hvis vi indszetterkoefiicienternefra den stokastiskedifferentialligning(29),

far vi falgendeskema:
o = XA

(m)\2
m m)y A0 m A Y.~
Y]C():YIc(—l)_—'ch(—1)+ N.@.J1+1(]“).
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Figur 15: Deapproksimativdog-likelihoodfunktionetr,, ; (8) og l~n,N,M (9) for N = 2,5,25,50,100 og M = 100.
hvor {U,gm) ]kvz_llelil er eniid fglge af N (0, 1)-fordelte stokastiskevariable. Vi bemeerkerat
fro'lgen{Y]E,m_)l}n]‘{:1 jo egentligogsa afhaengeaf i, davi starteri X(i-1)a- Vi Vil dogikke tilfgje
dette ekstraindekstil Y’erne.

Vi opskriver fgrst den basale Monte Carlo approksimationpy as(s,x,t,y;6) til den
approksimativeoveigangsteethe@y (s, z, t, y; 0):

P (i = DA, X(i_1)a, 14, Xia; 0)

M A9 (m) \2
26) 1 1 (Xia + (A2 - 1)-Y3™)
® L Sy o exp(— =) (80)
M m=1 2-m-A-62 (1 4 Yy 1)? ) 2-A-02 (1 I (Yy-1) )
N () N ()2

Vi kan ganskevist seettenogle faktorerudenfor summenmendaproduktetmellemdensamme
funktion af Y og dissefaktorer ogsa indgar i eksponentialfunktionenhar vi med henblik pa
karsel af Pascal-programmengen tidsmaessigordel af at ggre dette. Man kan selvfalgelig
argumenterdor at saetteﬁ udenfor summenmendavi alligevelindtasterr somenkonstant,

vil vi blot lave en konstantto_pi, somer 2 x 7. Dervedforsvinderargumentetfor at saetteﬁ
uden for summen.

Vi kan nu opskrivedeni praksisanvendteapproksimativéog-likelihoodfunktionﬁz, N (6),
se formel (28), for N > 2:

. M A9 (m) \2

i (30) 1 1 (Xin +(F —1)-Yy2))

ln,N,ZW(a) = Zln(MZ{ 9o A0 (Y(T'L))z -exp(— 2.A.02 (Y157z)1)2 )}
- \/T U L) v U )
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Figur 16: Deapproksimativdog-likelihoodfunktionet,, ; () og l~n,N7M(0) for N = 2,5,25,50,100 og M = 500.

Et Pascal-programsomfor § = 3+ k-0.1, £ = 0,1,...,50, udregnerveerdienaf T,MN,M(H),
kan findesi AppendiksA afsnit A.24. Resultatetaf karslernemed N = 2, 5,25, 50,100 og
M = 100, 500 kan sesi figur 15 og 16. Vi kan som et groft tiek sammenlignened Figure 2 i
Pedersefil8], mendadetikke naevnes artiklen,hvor stor M er,og davoreobservationsetikke
eridentiskemedPedersenkanvi ikke sammenlignealirekte. Det serdogudtil, ateffektenaf at
aendrepa starrelseraf N er densamme.Vi bemaerkerat IslandDraw,somstyrergrafikfelternei
Publisher kun harfire linietyper— mon detteer grundentil, at Pedersefl8] betragtemetopfire
forskellige veerdieraf N? Vi kan endviderese, at de approksimativeog-likelihoodfunktioner
gar megethurtigt mod minusuendeligfor § gaendemod nul, s der kan sikkert opst numeriske
problemer,hvis vi under sggningenrefter maksimumvha. Powell’'s metodeenderi naerheden
af nul. Bemaerkdenlille uregeln@essighedder er i nogle af de plottedefunktioner— isaerfor
(N, M) = (100, 500). Dettetyder pa, at der er numeriskeproblemeri udregningerneMaskeer
det blot akkumuleredemaskinfejl, menunderalle omseendighederisikerervi at finde et lokalt
maksimum,somikke er det gnskedeglobale maksimum,nar vi finder maksimumvha. Powell
procedurereller en hvilken som helstandennumeriskmaksimeringsprocedure/i vil beskrive
dissenumeriskeproblemerlidt naermere delafsnit3.4.3 nedenfor.

Vi hari outputfilerne afleestf-veerdienfor denmaksimaleveerdiaf denapproksimativdog-
likelihoodfunktion, og resultatetaf disseafleesningeer gengiveti tabel 20. Vi minderom, at
observationerner simuleretmed § = 5, og vi kan se en tendenstil, at vi for sma veerdieraf
N skyderunderden sandeveerdi, mensvi for storeveerdierskyderover den sandeveerdi. Da
observationsetteter simuleret,vedvi naturligvisikke preecisthvaddensandeveerdifaktisk er,
og davi her specieltkun beregneipa ét observationssaeskal vi nok veerelidt varsommemed
konklusionerneVi laverigen et groft tiek ved at sammenlignened Table 1 i Pedersenl8], og
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N M Estimatfor § | Funktionsveerd|
1 - 4.0 -1830.26
100 4.4 -1815.60
2 500 4.3 -1813.80
100 4.7 -1803.74
> 500 4.6 -1809.18
100 55 -1856.56
25 500 5.0 -1794.10
100 6.1 -1829.95
>0 500 5.3 -1796.33
100 100 55 -1885.85
500 5.3 -1806.14

Tabel 20: De afleestemaksimumsveerdiefra output-filernetil tegningaf figur 15 og 16.

vi kanse,attendensemvoreresultateistemmemnogenlundeverenamedtendensemnresultaterne
fra artiklen. Et Pascal-progransompa fastholdtobservationssagtstimererl00 veerdieraf § vha.
Powell’'s metodeog finder den empiriskemiddeleerdiog spredningkan findesi AppendiksA
afsnitA.25. Resultaterneropsummerettabel21. Vi ser,athverkenN eller M harnogeneffekt
paspredningeraf §. Dennespredningeri gvrigt nsermestorsvindenddille, hvilket blot viser, at
Powell procedurerninddelersammaeinterval pa sammemadehver gang. Yderligerefortolkninger
af betydningenaf N og M bgr nok foretagesud fra tabel 22, hvor observationsseettdétke er
fast. Den tidsmaessig&onklusioner dog klar — groft sagtskerder det, at hvis vi fordobler N
eller M, sa fordoblestidsforbrugetogsa. Vi serendvidereat for N = 1 er tidsforbrugetcirka
220 gangemindre end det mindstetidsforbrugfor N > 2 I Det tilsvarendePascal-program,
hvor observationssaettesimuleredor hvertgennemlgbkanfindesi AppendiksA afsnitA.27, og
resultaterneer somsagtopsummeret tabel22. Vi minderom, atvi forventer,at densandeveerdi
for 6 erdy = 5, mendaobservationsseettesanulereskandenfaktiske“sande”veerdigodtveere
forskellig fra 5, og vi kenderikke denneveerdi. For de storeveerdieraf N harvi dog stor tiltro
til, atdenfaktiske“sande”vaerdier megetteetpa 5, da Taylor approksimationernesomanvendes
til simuleringaf observations®ttene konvegerermod processenpar N gar mod uendelig— se
afsnit 2.3. For sma veerdieraf N bgrvi derimodnok vaerevarsommemed at konkluderenoget
om starrelseraf bias. Underdisseforbeholdkan vi ud fra tabel 22 konkludere,at M = 500 i
forhold til M = 100 giver estimaterfor # med savel mindre bias som mindre spredning. For
M = 100 og N > 25 er der en klar tendenstil, at vi skyderover den sandeveerdif, = 5,
og specieltfor (N, M) = (100,100) rammervi langt over. For (N, M) = (100,100) er der
endvidereen markantstgrrespredningog deter nok et spggsimél, om vi ikke neermerehar ramt
et “forkert” lokalt maksimum- altsa om denstorebias maskenaermereer udtryk for numeriske
problemer. Vi ser, at spredningeraf estimaternebliver starre,nar N bliver starre, hvilket vel
umiddelbarter lidt seert,men det skyldesnok igen numeriskeproblemer.For M = 500 synes
effekten,af at seettestarrelseraf N op, at vaeremindrebias. For (N, M) = (100, 500) servi dog
en stgrrebiasendfor (N, M) = (50,500), menigen kan det jo skyldesnumeriskeproblemer,
og vi serogsa, at spredningerer stagrrefor (N, M) = (100, 500) endfor (N, M) = (50,500).
Der findes nogle parametrei Powell’s procedure,som vi ikke har forsggtat skrue pa —
f.eks. hvor lille sendringeni funktionsveerdierneskal veere, far vi stopper,men vi vil ikke
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undersggéetydningeraf disseparametréher. Nar vi i Powell procedurersggerefter denvaerdi
af 4, sommaksimererdenapproksimativdog-likelihoodfunktion,anvendewi detsammesaetaf
simuleredeWiener procestilv eeksterfor alle veerdieraf 6. Hvis vi ikke gar dette,risikerer vi,
at denapproksimativdog-likelihoodfunktionaf stokastiskearsagerendrersig fra gangtil gang,
saledesat aendringerikke ngdvendigvisskyldesaendringeraf §. Dettespareros sa oveni kgbet
for den beregningstidvi skulle havebrugttil simuleringaf dissetilvaekster.

N M Mean@) se Mean(fret) se CPl.J-forbrug
i sek.

1 - 4.014565 | 2..348e-7 | -1830.250189| 7.361e-5 8.97
100 | 4.479850| 1.438e-7 | -1811.900312| 6.940e-5 1969.50
2 500 | 4.386233 | 3.250e-7 | -1816.216575| 1.493e-4 8001.56
100 | 4.562058 9.58e-8 -1834.924316 1.177e-4 3817.06
> 500 | 4.797568 | 2.711le-7 | -1802.208212| 1.227e-4 | 14756.02
100 | 5.471099| 2.794e-7 | -1824.123388| 3.470e-5| 15300.26
2 500 | 4.829421| 2.625e-7 | -1802.109854| 7.36le-5| 67182.92
100 | 5.661880| 1.660e-7 | -1847.806396 | 4.250e-5| 30910.20
>0 500 | 5.073717| 2.711e-7 | -1807.197037| 6.492e-5| 115129.60
100 | 4.995788| 2.444e-7 | -1886.525170( 1.070e-4 | 52020.49
100 500 | 5.422641| 1.793e-7 | -1819.196517| 8.847e-5| 289317.76

Tabel 21: Estimeringsresultateior 100 §-veerdier— observationssetteter det samme
ved alle gennemlgb.Vi gar opmaerksonpa, at fret er funktionsveerdieri den
returneredeseerdiaf 4, detvil sigei det fundne maksimumspunkt.

N M Meang) se Mean(fret) se
1 - 4.024507 0.08718 -1855.206 26.3375
100 4.285599 0.10440 -1836.973 26.7738
2 500 4.376252 0.11296 -1837.014 29.2368
100 5.045265 0.12803 -1832.234 25.7966
> 500 4.623787 0.10379 -1831.774 22.6216
100 5.407691 0.20780 -1874.638 28.2538
2 500 5.294514 0.16806 -1837.372 26.0073
100 5.426376 0.26245 -1893.700 32.6676
>0 500 5.006008 0.19901 -1840.439 27.6063
100 6.055414 0.40267 -1945.267 34.2213
100 500 5.148266 0.25324 -1851.966 32.2330

Tabel 22: Estimeringsresultatefior 100 #-veerdier— nyt observations®t simuleresved
hvert gennemb. Vi ger opmaerksonpa, at fret er funktionsveerdieri den
returneredeveerdiaf 6, detvil sigei det fundne maksimumspunkt.
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3.4.3 Numeriske problemer.

| forbindelsemed beregningaf de approksimativdog-likelihoodfunktioneri delafsnit3.4.2
opstodder det numeriskeproblem,at vi pa grund af underbb forsggteat beregndogaritmenarf
nul. Hvis dettesker,stoppemprogrammeganskeenkeltmedfejimeddelelserin calledwith non-
positive actualparameter’.Underlgber densituation,at et tal x > 0 i maskintalrepreesenteres
somz = 0 og opsér, idet endatamaskineepraesenterer sommaskintalle®, hvis0 < z < THds
hvor ¢ > 0 er det mindstemaskintal,og d er maskinensngjagtighed.l praksisbetyderdet, pa
vore maskiner,at = representeresomo0, nar z < 1073%, Dette problemopsér ogsa i naeste
kapitel, sa lad os undersggehvor det gar galt.

For N = 1 var der ingen problemer. Hvis vi betragteri,, 1(#), se delafsnit3.4.2, er det
ogsa klart, at der ikke bar kunneopsté problemerher, idet vi beregnerdogaritmenaf et tal fra
intervallet [1,2], da
z?2  ('Hospital) .. 2.z z2

= lim —

9 a:lLI%Jl—l—.I‘2

Det er altsa for N > 2, problemetopstr. Vi betragterderfor den approksimativelog-
likelihoodfunktion l~n7N7M, se delafsnit 3.4.2, og bemeerker,at vi beregnerlogaritmenaf en
sumdivideretmed M. M volderingen problemer,idet vi anvenderatIn(7) = In(a) — In(b).
Dennesumbeshr kun af positive led, sa hvis summenbliver representeresomet nul, ma alle
ledi summerveererepreesenteretomnul, savi ma selidt nsermerepa de enkelteled i summen.
Hvert led er for fastholdtA, 6 og N af typen:

1 o (@ + (k2 — 1) - y)?

\//fg-(l—l-%) k1'<1+1_?|4_7)

hvor ky = 282 &y = AL og k3 = 7 - k. Vi havdei eksempletvalgt A = 0.1 og
N € {2,5,25,50,100}, se afsnit 3.4, sa hvis vi antager,at ¢ € [3,8], vil ki € [0.018,6.4],

k2 € [0.003,0.4] og k3 € [0.0565,20.106], og dermedvil (k2 — 1) € [-0.997,—0.6]. Vi
2 o
bemaerkerendvidereat 1 + > € [1,2] for alle Vy € R, seovenfor,sa

lim

z—oo 1 + 22 T—00 2 I

y* !
—2) € [0.018, 12.8] og 2
\/k?, . (1 + 1_?{_7)

1+y
Det er derfor klart, at problemetma opst ved beregningaf eksponentialfunktionerpg at den
kritiske del af denneer teellereni brgken. Bemeerk,at

/{31-(1—1—

€ [0.1577, 4.207).

e =107 o 2 = —In(1073%) = 308 - In(10) = 709.196,

detvil sige,atz > 709.2 medfarer,ate™* repraesenteresomnul i maskinen.Bemaerkendvidere
hvor langsomtin (z) gar mod —oo, nar z gar mod nul. Detteer naturligvisklart, nar mantaenker
sig lidt om, men alligevel lidt overraskendepar man teenkerpa de skitser, vi ofte tegneraf

logaritmefunktionen.For § € [3, 8] er z i “veerstefald” z = ﬁ (z+ (kg — 1) - )%, og hvis
endvidere(ky — 1) = —0.997 ~ —1, sa harvi, at
1
i= oo (- y)? > 7092 & |z —y| > V0.018 - 709.2 = 3.573.

Det vil altsa sige, at numeriskeforskelle mellem X, og 1{{,@1 stgrreend 3.573 kan volde
problemer— egentlig ganskeforuroligende. Hvis vi ser pa de typiske udfaldsstierfor 6, = 5,
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sefigur 14, sa er der numeriskeforskelle mellem X;» og Xja, for i # j, pa op til cirka 16.
Problemetkan altsa sagtensopsh, og dak; er mindst,nar N er starst,er detikke sa meerkeligt,
at problemeter starstfor de store veerdieraf V.

Vi har altsa nu indkredsetproblemetog vil nu angiveen mulig lgsningaf problemet.Vores
forslag skal mestsessom en hurtig praktisk Igsning,som virker nogenlundemen selveemnet
at finde en god lgsningtil det numeriskeproblem kan der givet vis ggresmegetmere ved.
Forslageter:

Hvis summen,som indgar i logaritmefunktionen bliver repreesenteresom 0, saetter
vi detteled, det vil sigeln (sum), til at veere—10000 - drand48 — vi minder om, at
C-funktionendrand48frembringeret pseudo-tilteldigttal, se delafsnit1.1.1.

Det vigtigste er at tvinge maksimeringsprocedurereek fra dette punkt, somjo tydeligvis ikke
er det snskedemaksimumspunktsa vi skal blot sgge for at gare dette bidrag numeriskstort
nok. Vi sa ovenfor, at hvis alle led i summenrepesenteresom nul, kan summenhgijst blive
M - exp (—709.2), og dermeder In (sum) < In (M) — 709.2 = —703. Valget—10000 - drand48
giver med sandsynlighedstarreend 90% en vaerdi, som er mindre end —703, og dette burde
veeregodt nok i praksis. Grundentil, at vi ikke bare har valgt en konstantf.eks. —1000, er,
at hvis vi to gangei treeki samtligeled af log-likelihooodfunktionerfar repreesenteretummen
somet nul, sa vil maksimeringsprocedurerp, at maksimumer fundet, da funktionsveerdierjo i
givet fald er uaendret.Vi harrentfaktisk forsggt, og detgiver lige ngjagtigdet naevnteproblem!

En anden made, hvorpd man maske kan klare problemet, er at gange exp (—sum)
med exp (K), hvor K er tilpas stor, og derreest subtrahere X' ved beregning af log-
likelihoodfunktionen. Man kan sikkert give et kvalificeret bud pa sterrelsenaf K ved at se
pa den statiorserefordeling for diffusionsprocessegivet ved den stokastiskedifferentialligning

dX; = —0- Xy - dt +60 -2 - dWy,

dal -+ %g jo tilhgrerintervallet([1, 2]. Vi vil dog ikke undersggelette neermere.
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4 Stokastiske volatilitets modeller.

Vi vil nu betragteen nogetmere kompliceretmodeltype,nemlig de stokastiskevolatilitets
modeller. Som neevnti indledningener vi i dette kapitel kun naet til nogle indledende
betragtninger,0g trods det faktum, at der i overskriftenstar “modeller”, har vi kun naet at
betragteén model,somvi vil kalde model 1, selvomdette navn antyder,at der betragtesnere
end én model. Det, somvi vil betragte,er en 2-dimensionaldiffusionsproceshvor vi kun
observererden ene koordinat af processen. Vi vil sa forsggeat estimereparametrenevha.
simulering. Desveerreer vi ikke naet sa langt med selve estimeringsdelenpg det er et abent
spaigsmal, om metodervirker. Dereri hvertfald noglenumeriskeproblemer seogsa Kapitel 3,
som skal lgses,far metodenfor alvor kan bruges.

4.1 Model 1.

Lad Xt(ol). xW ...,Xt(j), hvorO0 =ty <t; < --- < t,, veereobservationefra 1. koordinat

) t1

i en 2-dimensionadiffusionsprocegjivet ved den 2-dimensionalestokastiskelifferentialligning

dxV = xP.aw® x|

1)
=0
(2) (2) [ (2) (2) ) 2-a-4 2-a (31)
dXt :OZ'(/@—Xt )dt+C Xt th ’XO NP( 02 ’C_Q)’

hvor Wt(l) og Wt(2) er koordinaternefra en 2-dimensionalstandardWiener proces,og hvor
a>0,0>00gc>0. DeterKklart, at 2. koordinatenX(?) kun er defineretpa den positive
halvakse]0, o[, da vi uddragerkvadratrodenraf den.

Vi vil om lidt vise, at under visse betingelserpa parameterer® = («, 3,c) har X®@ en
r<2'g;'5, i—za)-fordelingsominvariantfordeling. Davi endviderdwarantagetatXé” fglgerdenne
fordeling, savil X(® havegammafordelingesomstationaefordeling, og kravetom positiviteter
dermedi teorienopfyldt. | praksiskan negativeveerdierforekomme,nar vi simulerer,mendette
problemklaresvha. identitetenz = exp(ln(x)) samtdet faktum, at z € 0, co[ = In(x) € R.
Til dennetransformationaf 2. koordinatenfar vi brug for nedensiendeLemmas.

Det seslet, at hvis vi lader

(1) )
X W,
Xy = <Xz(2))' Wiy = (Wz@)), 0 =(a, B, 0),
2) |

. J— 0 I o M ol

sa kan formel (31) skrives pa sammeform som formel (5) medd = r = 2 og ¢ = 3, det vil
sige pa formen

dXt = b(Xt; H)dt + U(Xt; Q)th

Bemaerk,at 2. koordinaten formel (31) omtalessom Cox-Ingersoll-Rossnodellen,se Kessler
& Sgrenser12] ex. 2.1.
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Lemma8.
Hvis X er enlgsning,til den 1l-dimensionalestokastiskedifferentialligning

dX; :Oé'(ﬁ—Xt)'dt—l-C' v/ Xt - dWy
defineretpa |0, o[, sa er V enlgsningtil den1-dimensionalestokastiskedifferentialligning

L Gt al) N SO

( ) C
evt 2 et \/ eit
defineretpé R, hvor V; = ln(Xt).

AV, = - dW; (33)

Bevis.
Vi benytter blot Itos formel, se Kloeden, Platen & Schurz [14] afsnit 2.1, pa funktionen
U(t,z) = In(z), for z > 0. Bemeerk,at

Witr=0 Zitmy=2 0921w = -2
ot TN gy Ty Ngp b= T

xXr
Itos formel giver dermed,at for X; € ]0, |, er
1 1
A X) = {a- (B=X0) 5+ 5 (VI (~} -t o /T - W,
t ¢ t

o (B eU(t’Xt)) 2 c
={ T 5 UK }-dt+ NG - dW;.

Vi bemeerkerat V; = In(X;) = U(t, X;), og resultateti lemmaetfalger.

Bemaerkning.

Fordelener alts, at den nye stokastiskedifferentialligning (33) ikke lseggernogen band pa
processer. Dermedlgsesproblemetmedveerdieraf X; mindreendellerlig mednul. Nar vi
transformerettilbage, det vil sige, at vi seetterX; = exp(V;), sa er betingelsenX; > 0 nemlig
opfyldt, da eksponentialfunktionefo altid er strengtpositiv.

O

4.1.1 Invariant fordeling for processen®. koordinat.

Vi vil nu bestemmeden invariante fordeling for 2. koordinateni den 2-dimensionale
diffusionsprocegivet ved formel (31). Resultateter givet i nedensiendeProposition2.

Proposition 2.
Den 1-dimensionalaiffusionsprocegivet ved den stokastiskedifferentialligning

dXt:Oé-(ﬁ—Xt)'dt—l—C'\/Xt'th

og defineretpa |0, oc[ er for a > 0, 3 > 0, ¢ > 0 og 2';’“2'5 > 1 en ergodisk procesmed en
1“(22;5, 20 )-fordeling som invariant fordeling.

O
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Bevis.
Vi vil brugeSeetningl, seafsnit 2.2, og skal derfor vise, at betingelserna) ogii) er opfyldte.
Ladervi yy = 1, sa har skalanalet, se afsnit 2.2, falgendetaethed:

Y y
s(y; 0) = exp(—2- / Oé'cgﬁ.—@f) ~dz) = exp(—2- / M -dz) ,fory>0.
1 1

Lad os regnelidt pa integraleti eksponentialfunktionen:

Y Y
(8- g
[ e= S [ -y as= 55 mGel) - 21
1 1
= 5 (B-M(ly) —y— (8-0-1))
:%-(ﬁ-ln(y)—y+1) , for y > 0.

Vi far dermedfglgendeudtryk for skalanaletsteethed:

s(y;0) = e~ F G-y _ =25 By =B fory >0, (34)
Bemeerk, at
_2aB 2o _2a
y c2 e c2 Y e ¢ >0 ,VyE]O,OO[,

samt at

2 2.

—2a >0 O; b >0

C

pr. antagelsd propositionen. Vi har derfor, at

o0

1
/S(y;H)-dyZOOQ /S(y;ﬁ)-dyZO,
0

1

samtat ¢ = ¥ er en voksendefunktion.
For at vise, at betingelsei) er opfyldt, bliver kravet“ﬁ > 1 ngdvendigt. Antagesnemlig

modsaetningsvistat 0 < 2325 < 1, safarvi, at

L L oW
4 _a' 20 * _2-04-6
/s(y; z/y 2 -ec“dyﬁ/y < - dy
0 0 0
(1 2ca2l3>0 1 1_2.‘12.5 1 ]_
[ 2.04./3 cy c ]0 = W < Q.
1 — > 1 - 2
c C
(x) Da e%'y er en voksendefunktion, og dae*%?oi < 1,idet — 2:20—‘ < 0.
B> 1.
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Antag nu, at 2%% = 1:
Bemeaerkfarst, at

2-a-0 2-a 1
=1= = —, for 5 > 0.
c? c? I} g
Vi far derfor, at
oo oo1 001 (y—10)
4 ¥y o _1 y—1 v
/S(y;9)-dy(=)/— e e é-dyz/— eF -dy > /— dy
Y Y Y
1 1 1 1
= lim [In(y)]{ = lim In(a) = 0
a—0oQ a—0o0
0g
1 1 (y>0) 00
34 1 » _1 Y 1 f1
/S(y;9) dy(=)/—-e% eFdy=> e ;’/—-dy
Yy Yy
0 0 1
= ¢ lim [In(y))} = —e7F - lim In(a) = oo,
a—0 a—0
da lim In(a) = —co. Men s harvi vist, at i) er opfyldt for 2%2 = 1.
a—
Antag derneestat 257 > 1:
(o] (o]
4 a8 [e] [
/S(yﬁ) dy (Z)/y_2c2 eF YT F L dy
1 1
2 ¥ 3 2
() . _2aB C 2o, 2 2w 208_1 C Za, 2o
_ah_{rgo[y ) - o2 e cz]‘i‘_|_/ > 3 .2-05'662 ceTE L dy
1
(**) 28 02 2« 2« 02 2« 2B 2« C2
' —=z . e VT = ceT e i —T2 e ) —
> Jmlym g et e F i =g ren e lim (o e ) - ot = oo

(x) Delvis integration.

(**) Integrandener positiv pa [1, oo, s integraleter positivt.

Greenseveerdieimlger af Madsen[15] sidell.4.2 Saetning2, somsiger,at enhverpotensfunktion
af « med positiv eksponenter af lavere stgrrelsesordefor a« — oo end enhvereksponential-

2-a-8

funktion af « med grundtalsterreend 1. Derfor vil « <> ga langsommerenod uendeligend
2o, .
e<’® og dermeduvil
2
208 2e ., @:T'a
a~ e = —— —o00 ,fora— oo.
a <2
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. 2-a-3 . 1— 2B
idet1 — == < 0 og dermedhmoa < 00.
a—
2-a-3

c2

Men sa har vi ogsa vist, at i) er opfyldt for > 1 og dermedfor 2'32”8 > 1.

Vi manglersa at vise betingelseii):

Vi indseetterudtrykketi formel (34) for s(y; ) i hastighedsethedenn(x; #), se Definition 3 i
afsnit 2.2, og far dermedfalgendeudtryk:

1 (y>0) 1 (B34) 1 20 208 _; _2a.
m(y; 0) = = = Se2 -y 2 e 2Y fory>N0.
WO= T 5w - Fysio) 2
Dermed bliver

o o

1 2« 2-04-,3_1 _ 2,
AW0)= [ m(y;0)-dy= [ 5-e -y = e V. dy

C

0 0

o o0
62?7 Tr 2—;—6) 1 2. 2a8 2af_ 4 oy
- S 2B 20 (=) -y e &7 dy
c2 (6—2)7 0 F(T) ¢

(%) Vi genkendeiintegrandersom en teethedfor F(2'—j§;é, i‘—;“)-fordelingen,se Hoel, Port & Stone[8] side 129.

Vi har dermedyvist, at betingelseii) er opfyldt.

Fra Saetningl far vi derfor, at X er en ergodisk procesmed invariant fordeling givet ved
teetheden

m(x’e) 215'602 - x c2 e 2 Y
(9) P N
2C-oz[3
62(26-_;) 22
1 2 - 2a8  2a8_ _2a,
2 .p e L.eT @ fora > 0.

Vi genkenderf somentaethedor F(Z'—;X'rﬁ, %’%)-fordelingen,seHoel, Port& Stone[8] side129.
U]

Bemaerkning.

Resultatetaf Proposition2 strider ikke mod pastanderi Bibby & Sgrenseri3] ex. 3.1. Dog
har vi her en ekstrabetingelsepa parametrenesom mangleri Bibby & Sgrenser{3]. Hvis vi
oversettertil det konkreteeksempei Bibby & Sgrensen3] ex. 3.1,hvorc =1, a- f = & 0g
0 = —a, sabliver denekstrabetingelseata > 0.5. | Kessler& Sgrenseifil2] ex. 2.1 bliver den
ekstrabetingelseat 20—5' > 1. Vi harhersat ~overde a og 3, somnaevnes artiklerne,for ikke
at forveksledemmedvoresa og 5 — i de naevnteartikler er der naturligvisikke ~over « og .

O
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4.1.2 Simulering af model 1.

Til simuleringaf selveprocessem model1, vil vi benytteen 2-dimensionaEuler approksi-
mation, se delafsnit2.3.2. Lad Xél) = 0 og Xé2) ~ (242, 2¢)  Fra delafsnit1.1.3 ved
Vi hvordanXo(Q) kan frembringes. Vi betragterintervallet [ti—1,t;] og inddelerdet vha. N
eekvidistantedelepunktert;, 1 = 9 < 1 < --- < 75 = t;, detvil sige,at

ti —ti—1

TR =ti—1+k- yfork=1,...,N.

Vi hari indiceringenudeladtr;’s afhaengighedf i, meni anvendelsevil observationstidspunk-
terneofte veereaekvidistantepg sa forsvinderdenneafhaengighedHuvis vi IaderA =t;—ti_1,
harvi altsd, at 7, = ti_y + k- S 09 6 =7 — Ty = k- S — (k—1)- & = & =60, for
k=0,1,...,N. Bemeerk,at g = t;_1 0g 7v = t;_1 + N - & = t;. Dermedharvi, ifelge
delafsnit2.3.2, at Euler skemaetmedstarti X;, , er givet ved falgende:

(Zﬁ?) (X
20) = \xl?
(1) (1) 2@
ZTk <Z7'k—1) < ) (%) Tk—1 PO
= —|— -(S + ,k:]_,...,N,
(z&?) z2, (8- Zm ) e /22, T

hvor Wé((l) ~ N(0,60), j = 1,2, og Wls((lz 11 W((g Vi har s, at (2%, Z)T er Euler
approksimationertil X, givet vi starteri Xy, ,. Vi S|mulererW6((2 erne vha. Box—Muller
algoritmen, se delafsnit 1.1.2, og vi vil ogsa her udnytte, at algoritmengiver to uafhaengige
udfald for hvert kald. Som naevnttidligere kan der opsé praktiske problemermed kravet
X; > 0. Problemetblev klaret med Lemma8, og vi simulererderfor processer(X(l),V)T i
stedetfor processenX. Med X;, , somstartveerdier Euler skemaetor processerf X (1), V)

givet ved fglgende:
(zﬁ?) _( x
2 )~ \m(x?)

2 (1
Z(l) Z(l) 0 o " exp(ZﬁkL) . W§((z2
Th, _ Th—1 o (B—ex 2 PR RY( ] 80 B
<Z$z)) - <Z’}(-zzl) + B P(Zrk 1)) ) ) + —Wé((g , k—l,...,N,

3
exp(Z} ),1) eXp(Zﬁi) 1)

hvor W(Jg erne er somfer. Vi har s3, at (ZﬁN),exp (Z(2)))T er approksimationernil X, givet
vi starteri X, ,.

Eksempel.

Lad os som et farste eksempebruge sammeparameterveerdiomi Bibby & Sgrenserf3]
ex. 3.1. Detvil sige,atvi laderdensandeparameterveerdicerefy = (1,10,1) eller medandre
ordag =1, By = 10 og ¢g = 1. Vi betragteraltsa folgende2-dimensionaldiffusionsproces:

(1) (2) (1)

X 0 X, 0 W,

(Xt@) 10 — x® 0o /x@ [\

hvorXél) =009 Xég) ~ T'(20,2). Vi antagelnu,atobservationerneraekvidistantedetvil sige,

atA; =t; — t;_1 = A og dermedt; = i - A. Bemeerkatvi s ogsa har,at 5 = & = & =56,
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Figur 17: Fire typiske udfaldsstierfor model1 meda =1, f = 10 ogc = 1.

Et Pascal-programsomvha. Euler approksimationersimulereren typisk udfaldsstimed 1000
observationerger givet i AppendiksA afsnit A.28. Vi harhersatA = 0.5 og N = 25. |

figur 17 sesfire typiske udfaldsstier. Vi bemaerker,at processerfor 2. koordinatenhar en
I'(20, 2)-fordeling som statioreer fordeling, se Proposition2 i delafsnit4.1.1, og derfor skal
E[Xt@)] = 20/2 = 10 og Var(Xt(Q)) = 20/22 = 5, jfr. Hoel, Port & Stoneside 177 ex.4.
Dette synesogsa at veeretilfeeldet i de fire simuleredeudfaldsstieri figur 17. Som saedvanligt
er tegningerndavetvha. S-PLUS,0g S-PLUS-programmefindesi AppendiksC afsnit C.6.

4.1.3 Estimation i model 1 nar beggekoordinater observees.

Det stgrsteproblem ved estimationi stokastiskevolatilitets modeller er altsa, at vi kun
observereendel af denbagvediggendeproces.Lad osdoget gjeblik antageatvi kenderbegge
koordinateri den 2-dimensionalaliffusionsprocesVi kenderheller ikke oveigangsteethederne,
sa hvis vi vil estimereparametrené modellen,ma vi f.eks. anvendeapproksimativiikelihood
inferens,se Kapitel 3. Vi vil altsa forsggeat bruge den approksimativeog-likelihoodfunktion
fra Pederser{18]. Et fagrste skridt pa vejen er derfor at bestemmeden approksimativelog-
likelihoodfunktion, og vi vil i farsteomgangbetragtetilf eeldetN = 1:

Den approksimative overgangstethedfor N=1.
Lad z = (z1,22)7, vy = (y1,12)" ogt—s = A. For model 1 har vi fglgendeapproksimative
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ovelgangsteethe@y (s, z, t,y; 0) for N = 1:
pi(s @, t,y;0) = p1(w,y, As 0)

1 1 Y1 — T1.9
- exp(— g (A
Z'W'A'\/;% P 2.-A 9 (35)
_ . . —A.q-3)2

Bevis.
Ifglge Seetning2, se afsnit 3.1, er denapproksimativeovelgangstaethedivet ved falgende:
pi(@,y, A;0) =2 7 A)72 - Ja(z; 0)] 73

- exp{—ﬁ == A b 0) a (@ 0) (g — x — A - b 0))-

Vi harher,at d = 2, og vi udregnerlet 2 x 2 matricena(x; 6):

0N — ol VAT () B[22 0 ) 0 22 o
a(x;0) = o(x;0)0" (v;6) = [0 C\/ﬁ] [0 .. $2] = [0 2. 1 , for z9 > 0.
Determinanterfor a(z;8) er derfor |a(x; 0)| = 23 - ¢? - 29 = ¢* - 23, A |a(z;6)| > 0 for z9 > 0,
og dermeder a(x; #) invertibel. Da a(z; 8) endvidereer en diagonalmatriksfindesdeninverse

matriks let:
0
o Ny 0) = [“2 L ]

0 c2-zo

Vi regnerlidt pa eksponentialfunktionen:

—r—A. . (3:2) y1—T _ Y1 — T

Vi far sa, at

L0
(y—x—A'b(x;o))Ta_l(x;a):(yl—xuy2—(1+A'a)'$2—A'04'5)hf ;]
y1—21 Y- (1+Aa)-z9—-A-a-f

= (==

x4 c2 . x9

),

og endelig far vi, at
(y—a—A-b(;0)) a  (2;0)(y — v — A - b(x30))
_yi—m o p—(1+Aa) - Aa-f Y1 — 21
= ( ) y2 — (

a7 c? - x9 I1+A-a)-z9—A-a-f

=21 (2 —(1+A-0)-23-A-a-f)?

( )+ 5 .
X9 (G )

Vi indseetterde fundne udtryk og far, at

1 1 —x
pi(z,y, A;0) = = explog A ((ylx2 5)?
2-m- Ay /a3

(yo—(1+A ) 29— A-a-f)?
+ 2
Cce -T2

)}-
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Den approksimative log-likelihoodfunktion for N=1.

Antag, at vi til tidspunkterned0 = t, < t; < --- < t, har observeretbegge koordi-
nateri diffusions-processerX, som lgser den 2-dimensionalestokastiskedifferentialligning i
formel (31), det vil sige, at observationerner X;,, Xy,,..., X;,. Ifalge afsnit 3.2 far vi sa
falgendeapproksimativdog-likelihoodfunktionfor N = 1:

ln,1(9) = Z In(p1(Xeioys Xoi, A3 0))
=1

(3:5) 2”:{_ In(2-7) —In(4A;) — % . 111(02 : (Xt(iz_)l)3)
=1

1 xP-xV X -+ xP A p)
— 7 Az (( (127)1 ) + 62 Xt(i)l )
= —n-l@2 7-c) Zln - Zl X))
1=1
S .((Xﬁ” Xﬁ”l)Q 0 (A XD - Aca R
=1 2 ' A/L Xt(2)1 C2 Xt(z2)1 |
O

Eksempel (fortsat).

Vi vendernu tilbagetil eksempletvor 6y = (1,10, 1). For at fa enfornemmelseaf hvadvi er
oppemod, har vi tegnetde approksimativeog-likelihoodfunktioner,hvor vi kun variererden
eneaf de tre parametrepg hvor vi benytterbeggekoordinater.Et Pascal-prograntl dettekan
findesi AppendiksA afsnit A.29, og resultatetaf at anvendedette programpa observationerne
fra de fire udfaldsstiersomer vist i figur 17, kan sesi figur 18.

Vi bemeerkerat de approksimativdog-likelihoodfunktionerbliver neestendentiskefor alle
fire udfaldsstierpa trods af de megetforskellige udfaldsstierfor 1. koordinaten,se figur 17.
Vi bemeaerkerogsa, at log-likelihoodfunktionernesynesat antagederes maksimumlangt fra
de formodedesandeparameterserdier; oy = 1, Sy = 10 og ¢¢ = 1. Der er oveni kgbet
problemermed at holde sig indenfor definitionsomadet, og dette kan formodentliggodt volde
nogle kvaler i forbindelsemed en eller andenform for numerisk maksimeringsmetodeDet
er sa et spggsnal, om problemetskyldes, at vi ikke har opréet konvegensi de simulerede
udfaldsstier,saledesat de “sande” veerdierikke er de veerdiervi simuleredeud fra, eller om
det skyldes,at denapproksimativdog-likelihoodfunktionfor NV =1 er for langtfra denrigtige
log-likelihoodfunktion— eller maskeen kombinationaf dissemulige arsager.Hvis denfaktiske
sandeparameteiikke er 6y = (1,10, 1), kan problemetogsa veere,at de fastholdteparametreer
sattil at veereen “forkert” veeredi,saledesat de approksimativdog-likelihoodfunktionerikke
tegnesi neerhederaf maksimumspunktet.

4.1.4 Estimation i model 1 nar kun 1. koordinaten observeres.

Nu antagervi igen, at detkun er 1. koordinatensomobserveresVi kan derforikke umid-
delbartbenyttemaksimumlikelihood estimationaf parametrenegdet vi ikke harnogenobserva-
tionerfor 2. koordinaterat seetteind i likelihoodfunktionen.Vi vil dogalligevelforsggeat bruge

78



log-likelihoodfunktionen

-12000

log-likelihoodfunktionen

-12000

log-likelihoodfunktionen

log-likelihoodfunktionen

-12000

b og c faste.

-8000

p

S
N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
alfa

b og c faste.

-8000

Y

S
N

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8
alfa

b og c faste.

-8000

/

-12000

S
N
o
o
o
N
o
=

0.6 08
alfa

b og c faste.

-8000

p

S
Ny

0.0 0.2 0.4 0.6 08
alfa

log-likelihoodfunktionen

-12000

log-likelihoodfunktionen

-12000

<1
=
T
4
>
o

=)
S
S |
I
i

log-likelihoodfunktionen

-12000

aog c faste.

-8000

J

-10 -5 0 5
beta

aog c faste.

-8000

)

-10 -5 0 5
beta

aog c faste.

aog c faste.

-8000

-10 -5 0 5
beta

log-likelihoodfunktionen

-20000

log-likelihoodfunktionen

-20000

log-likelihoodfunktionen

-20000

log-likelihoodfunktionen

-20000

aog b faste.

-8000

-14000

aog b faste.

-8000

-14000

aog b faste.

-8000

-14000

aog b faste.

-8000

-14000

Figur 18: De approksimativeog-likelihoodfunktioner,nar to af parametrener fastholdte.
Funktionerneer tegnetfor hver af de fire observations®tfra udfaldsstierne figur 17.
Vi har her antagetat beggekoordinateri processerner kendte.

metodikkenfra maksimumlikelihood estimation,det vi vil maksimerdog-likelihoodfunktionen
numeriskved, for den aktuelle parameterveerdiat indsaetteen simuleretversion af den uob-
serverede?2. koordinat. Med den aktuelle parameterveerdinenervi den parameterserdi, som
den numeriskemaksimeringsprocedurer naettil. Da det kun er 2. koordinaten,somi denne
forbindelseskal simuleres,og da 1. koordinatenikke indgar i udtrykket for 2. koordinaten,
er det her kun en 1-dimensionaldiffusionsprocessom skal simuleres. Vi vil somi Kapitel 3
benyttede sammeWienertilveeksterved alle parameterveerdieda der ellerstilfares en ugnsket
variation af log-likelihoodfunktionen,som ikke skyldesaendringenaf parameterveerdien.Vi
kenderimidlertid ikke densaedvanligdog-likelihoodfunktion,sedelafsnit4.1.3,0g vi vil derfor
anvendeden approksimativdog-likelihoodfunktion, se delafsnit4.1.3.

Eksempel (fortsat). Vi venderendnuengangtilbage til eksemplet,hvor 6, = (1,10,1),
og vi vil igen forsggeat danneos et billede af eventuelleproblemerved at fastholdeto af
parametren®g sa tegnedenapproksimativdog-likelihoodfunktionfor dentredje parameter Vi
sa i delafsnit4.1.3,at vi ikke skal forvente,at maksimumspunkterntor funktionernerammer
de sandeparametreszerlig godt, men vi vil alligevel lade de fastholdte parametreveere lig
med de sandeveerdier— hvad skulle vi ellers gagre? Et Pascal-prograntjl bestemmelsaf de
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approksimativelog-likelihoodfunktionerfor eksempletkan findesi AppendiksA afsnit A.30,
og resultatetaf fire karslerfor hver af de tre parametrekan sesi figur 19. Vi har her anvendt
observationerndor 1. koordinatenaf udfaldsstieni gverstevenstrehjgrne af figur 17. Far
figurerneblev tegnetvha. S-PLUS fiernedevi endel ekstremeveerdier,somma veereforarsaget
af numeriskeproblemeri beregningerneDet er derfor der manglerobservationemd i mellem.
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Figur 19: De approksimativdog-likelihoodfunktioner hvorto af parametrener fastholdte.Observationerner 1.
koordinaterndra udfaldsstieri gverstevenstrehjgrneaf figur 17, og vi harfor hveraf detre parametre
fundetdenapproksimativdog-likelihoodfunktionfire gangevia simulationaf 2. koordinaten.

Af figur 19 kan vi se, at de approksimativelog-likelihoodfunktioner,for hver af de tre
parametretopperomtrentsammestedalle fire gange 0g at maksimumspunktdiggeri naerheden
af densandeveerdi. Hvis de numeriskeproblemerkan Igses,skulle der vel derfor udfradenne
figur ikke veeregrundtil at tro, at ideener ubrugelig.

Som et sidstepunkt i dette specialehar vi for eksemplethvor 6, = (1,10, 1) lavet nogle
indledenddorsggpa at bestemmestimaternered simulation. Vi haraltsa tre ukendteparametre,
som skal estimeressa vi har her brug for en god maksimeringsprocedureVi vil selvfglgelig
forsggemed Powell's metode,se afsnit 3.3, mendettevalg af maksimeringsprocedurear nok
overvejesnaermere,hvis ideen skal have praktisk betydning. Der opshr i hvert fald nogle
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problemeri form af, at vi har nogle band pa parametrenese Proposition2 i delafsnit4.1.1,
somikke umiddelbartkan bevaresunderkgrselaf Powell procedurenpg hvis disseband ikke
overholdes,har vi ingen styr pa, hvor vild processerkan blive. Tilsyneladendekan der ske
det, at den approksimative‘log-likelihoodfunktion” ikke leengerereer endelig. Vi skal altsa
for hvert seetaf de parametresom undersggeaf Powell procedurensimulere2. koordinaten
Xt@). Derefterindsettesi denapproksimativdog-likelihoodfunktion,og veerdienreturneredil

Powell procedurenVi benytterendnuengangobservationernér 1. koordinateraf udfaldsstien
i gverstevenstrehjgrneaf figur 17. Vi kan dermedsammenligngesultaternemedfigur 19. Et
Pascal-progrartil estimationerkanfindesi AppendiksA afsnitA.31. | tabel23 harvi vist nogle
eksemplempa karsler af dette Pascal-progranmed forskellige veerdieraf konstanterftol, som
angiverhvorlille forskellenmellemfunktionsveerdierngkalveerefgr konvegensantagestveere
indtruffet. Startweerdierneer ikke ngdvendigviddentiskemedde veaerdier,somer giveti Pascal-
programmetpg vi harikke undersggthvor fglsom procedurerer overfor disseinitialveerdier.

~

ftol a B ¢ Funktionswerdi
1.000 0.6652 21.5666 4.3667 -7213.321
1.000 1.1893 0.7930 10.8731 -10173.12
1.000 0.2564 63.8389 3.4855 -7125.634
1.000 2.5278 12.4844 | 23.4046 -8436.257
0.100 0.1174 4.0937 0.4249 -4646.964
0.100 0.3999 15.2079 1.8324 -7358.741
0.100 0.2265 36.7323 2.5030 -6479.309
0.010 0.5205 11.6775 1.6341 -7492.859
0.010 0.0054 60.8346 0.1995 -3742.510
0.001 0.4754 12.3080 1.7735 -7307.723
0.001 1.3086 10.6194 5.0312 -7809.229

Tabel 23:  Nogle eksemplerpa estimationaf parametrené eksemplethvor 6, = (1,10, 1).

Vi ma jo nok sige, at det ikke ser alt for godt ud. Hvis vi for alvor skal kunneudtale os
om kvalitetenaf estimaterneskal vi naturligvis bestemmeet stort antal estimaterog finde den
empiriskespredningeraf disse. Far dette kan udfgresi praksis,skal de fgrnaevntenumeriske
problemerdog lgses,da vi ellersrisikerer, at nogle af estimaternerammerhelt ved siden af.
Vi har ganskevidst kun betragtetapproksimationetil log-likelihoodfunktionenfor N = 1 og
det naestetrin ville selvfglgeligvaereat se pa approksimationehvor N > 2, mendet er nok
tvivisomt, om dettefarertil sa meget.Vi mai gvrigt forvente,at de numeriskeproblemerbliver
endnustarre,nar vi ser pa tilfeeldet N > 2.

Grunden, til at vi far sa forskellige resultaterfra gangtil gang, er formodentlig, at vi
indseettenye simuleredeveerdierfor 2. koordinaten denapproksimativdog-likelihoodfunktion
for hver ny parametervaerdi maksimeringsprocedurei®a den madebliver den approksimative
log-likelihoodfunktionikke kun maksimeressom en funktion af parametrenemenogsa somen
funktion af de simuleredeveerdierfor 2. koordinaten,og dette giver nok ikke rigtig mening.
Vejen videre frem er maskekun at bruge 1. koordinatensom datatil en approksimativiog-
likelihoodfunktion. Hvordandette mere preecistskal gares,har vi ikke overvejetnaermerepg
vi vil slutte specialetmed detteforslagtil et videre studieaf emnet.
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A Pascal-programmer.

Dette appendikandeholderde anvendtePascal-programmet. Pascal-programmed@an man
ikke skelne store og sma bogstaver,sa antallet af observationerbetegnesi programmerne
oftest med nobs | teksternetil de enkelte programmerhar vi dog beholdtbetegnelsem. |
nogle af programmerneer der inkluderetfiler vha. Pascal-kommandoeiinclude ‘filnavn’s.
Indholdetaf disse“include-filer” kan sesi AppendiksB. Bemaerkat punktummetefter de sidste
endstatementser en del af programmerne.| nogle af programmerndndgar konstantenr —
betegnepi. Dennekonstanter blot indtastetmeddetantaldecimalersomer angiveti Schaums
matematiskdormelsamling.Vi kunnealternativtudregnedennestgrrelsesomz = 4- Arctan(1),
men dennemetodegiver kun det rigtige ud til 6. decimal. | programmerndndgar = kun i
forbindelsen2 - 7, sa for at undga eventuelmaskinfejl ved denneudregning,indtastervi 2 -
som en konstant— betegnetto_pi — i stedetfor =. Tilsvarendeer grundtallete blot indtastet
efter Schaumdormelsamling.Vi harsomopslagsbodil Pascal-programmeringdrovedsageligt
anvendtRedfern[20].

A.1 Programmet unif _O1.

DettePascal-prograrfrembringerd x 1000 pseudo-tilfeeldigeal fra U (0, 1)-fordelingen. Tallene
frembringesvha. C-funktionendrand48og gemmespa 9 filer. @vrige kommentarekan findes
i delafsnit1.1.1.

program unif_021(udfil);

const

antal = 1000;
var

i integer;
udfil: text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin

srand48(time(0));

rewrite(udfil,’'unif_01.sim1’);

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,'unif _01.sim2";

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’'unif_01.sim3’);

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,'unif _01.sim4");

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,'unif_01.sim5’);

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil, unif _01.sim6");

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,'unif_01.sim7’);

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,'unif _01.sim8";

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
rewrite(udfil,’'unif_01.sim9’);

for =1 to antal do writeln(udfil,drand48:10:6);
end.
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A.2 Programmet box_NO1.

Dette Pascal-progranfrembringeruafheengigeudfald fra N (0, 1)-fordelingenvha. Box—Mdller
metoden. Udfaldeneudskrivespa en fil.

program box_NO1(udfil);

const

m = 5000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;
var

i integer;

a,u2: longreal;

udfil; text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’box_NO01.res’);

for =1 to mdo

begin
a:=sqrt(-2*In(drand48));
u2:=drand48;
writeln(udfil,a*cos(to _pi*u2):10:6);
writeln(udfil,a*sin(to_pi*u2):10:6);
end;

end.
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A.3 Programmet box_tid.

Dette Pascal-progranmaler den CPU-tid, der brugestil at frembringe10.000.000 uafhaengige
udfald fra N(0, 1)-fordelingenvha. Box—Muller metoden.

program  box_tid(udfil);

const
m = 5000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

CLOCKS_PER_SEG:= 1000000;

var
i integer;

a,u2,x1,x2: longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU_forbrug: longreal;
udfil; text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’box_tid.res");
CPU_old:=clock;
for =1 to mdo
begin
a:=sqrt(-2*In(drand48));
u2:=drand48;
xl:=a*cos(to  _pi*u2);
x2:=a*sin(to_pi*u2);
end;
CPU_new:=clock;
if CPUnew<CPU old then
begin
CPU forbrug:=CPU_forbrug+maxint-CPU_old+CPU_new-minint+1;
end
else CPU_forbrug:=CPU_forbrug+CPU _new-CPU_old;
write(udfil, CPU-forbrug i sek. = )
writeln(udfil,CPU _forbrug/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
end.
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A.4 Programmet polar_NO1.

Dette Pascal-progranfrembringeruafteengigeudfald fra N (0, 1)-fordelingenved hjaelpaf Polar
Marsagliametoden. Udfaldeneudskrivespa en fil.

program polar_NO1(udfil);

const
m = 5000,

var

i integer;

a,y,w,v1iyv2: longreal;
udfil; text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’polar_NO1.res’);
for =1 to mdo
begin
repeat
v1:=2*drand48-1;
v2:=2*drand48-1;
w:=v1*vl+v2*v2;
until  ((w<=1) and (w>0));
a:=In(w)/w;
y:=sqgrt(-a-a);
writeln(udfil,y*v1:10:6);
writeln(udfil,y*v2:10:6);
end;
end.

85



A.5 Programmet kr_NO1.

Dette Pascal-progranfrembringer uafteengige udfald fra N(0, 1)-fordelingen ved hjeelp af
Kinderman—Ramagalgoritmen. Udfaldendeudskrivespa en fil.

program  kr_NOZ1(udfil);

const
m = 10000,

var
i integer;
udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function kr:longreal; (* start *)
const
to_pi = 6.28318530717958647692529;

xi = 2.216035867166471;

var
u,v,w,z,tf tmin _vw,max_vw: longreal;
sr_to_pi,s _Xxi_halve: longreal;
begin

u:=drand48;

sr_to_pi:=sqrt(to_pi);
s_xi_halve:=sqr(xi)/2;
if u<0.884070402298758 then kr:=xi*(1.13113163544418*u+drand48-1) * 1%
else
begin
if u>=0.973310954173898 then (* 2 %)
begin (* 3 *)
repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
t:=s_xi_halve-In(w);
until  sqr(v)*t<=s_xi_halve;
if  u<0.986655477086949 then kr:=sqrt(2*t)
else  kr:=-sqrt(2*t);
end (* 3 %)
else if u>=0.958720824790463 then (* 4 *)
begin (* 5 ¥
repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
Z:=V-W;
if v<=w then
begin
min_vw:=v;
max_Vw:=w;
end
else
begin
min_vw:=w;
max_Vvw:=V;
end;
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t:=xi-0.63083480192196*min_vw;
f _t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs( 1);
until  ((max_vw<=0.755591531667601) or (0.034240503750111*abs(z) <=f_t));
end (* 5 %)
else if u>=0.911312780288703 then (* 6 *)
begin (* 7 ¥
repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
Z:=V-W;
if v<=w then
begin
min_vw:=v;
max_Vw:=w;
end
else
begin
min_vw:=w;
max_Vvw:=V;
end;
t:=0.479727404222441+1.10547366102207*min _vw;
f_t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs ®);
until  ((max_vw<=0.87283497667179) or (0.049264496373128*abs(z) <=f_1));
end (* 7 %
else
begin (* 8 ¥
repeat
v:=drand48;
w:=drand48;
Z:=V-W;
if v<=w then
begin
min _vw:=v;
max_Vw:=w;
end
else
begin
min_vw:=w;
max_Vvw:=V;
end;
:=0.479727404222441-0.59550713801594*min _vw;
f_t:=exp(-sqr(t)/2)/sr_to_pi-0.180025191068563*(xi-abs ®);
until  ((max_vw<=0.805577924423817) or (0.053377549506886*abs(z) <=f_t));
end; (* 8 %)
if z<0 then kr:=t
else kr:=-t;
end;
end; (* funktion kr slut *)

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’kr_NO1.res");

for =1 to mdo writeln(udfil,kr:10:6);
end.
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A.6 Programmet AD.

Dette Pascal-programgenerererl0.000 udfald fra I'(«, 1)-fordelingenfor 0 < « < 1 vha.

Ahrens—Dieteralgoritmen, se delafsnit 1.1.3, og udskriver udfaldenepa en fil.
anvendedil at tjekke kvalitetenaf den omtalte algoritmevha. QQ-plot.

program  AD(udfil);

const
m = 10000; (* antal wudfald der skal genereres *)
alfa = 0.02; (* formparameteren i gammafordelingen *)

e = 2.718281828459045235360287;  (* e=exp(l) *)

var

i integer;

b,c,u2,x,p: longreal;
udfil: text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’AD.res’);
b:=(e+alfa)/e;
for =1 to mdo
begin
repeat
p:=b*drand48;
u2:=drand48;
if p>1 then
begin
x:=-In((b-p)/alfa);
c:=exp((alfa-1)*In(x));

end
else
begin
x:=exp(In(p)/alfa);
c:=exp(-x);
end;
until u2<=c;
writeln(udfil,x:10:6);
end;
end.
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A.7 Programmet EA.

Dette Pascal-prograngenerererl0.000 udfald fra E(1)-fordelingenvha. Lemma?2, se delaf-
snit 1.1.3,0g udskriverudfaldenepa enfil. Programmeanvendesil at tjekke kvalitetenaf disse
udfald vha. QQ-plot. Bemeerk, at E(1)-fordelingener enI'(«a, 1)-fordeling, hvor o = 1.

program  EA(udfil);

const
m = 10000; (* antal udfald der skal genereres *)

var
i integer;
udfil: text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin

srand48(time(0));

rewrite(udfil,EA.res’);

for =1 to m do writeln(udfil,-In(drand48):10:6);
end.
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A.8 Programmet CA.

Dette Pascal-prograngenerererl0.000udfald fra I'(«, 1)-fordelingenfor « > 1 vha. Chengs
algoritme,sedelafsnit1.1.3,0g udskriverudfaldenepa enfil. Programmetinvendedil at tjekke
kvalitetenaf den omtalte algoritme vha. QQ-plot.

program  CA(udfil);

const

m = 10000; (* antal wudfald der skal genereres *)
alfa = 2; (* formparameteren i gammafordelingen *)
var

i integer;

a,b,c,ul,x,v: longreal,

udfil: text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil,'CA.res");
a:=1/sqrt(2*alfa-1);
b:=alfa-In(4);
c:=alfat+1/a;
for =1 to mdo
begin
repeat
ul:=drand48;
v:=a*In(ul/(1-ul));
x:=alfa*exp(v);
until  b+c*v-x>=In(sqr(ul)*drand48);
writeln(udfil,x:10:6);
end;
end.
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A.9 Programmet CAMP.

Dette Pascal-prograngenerererl0.000udfald fra I'(«, 1)-fordelingenfor o > 1 vha. Chengs
algoritmemedpretestsedelafsnitl.1.3,0g udskriverudfaldenepa enfil. Programmeainvendes
til at tjekke kvalitetenaf den omtalte algoritmevha. QQ-plot.

program CAMP(udfil);

label
1,2;
const
m = 10000; (* antal wudfald der skal genereres *)
alfa = 2; (* formparameteren i gammafordelingen *)
theta = 4.5; (* skal blot vaere stoerre end 0 *)
var
i integer;
a,b,c,d,ul,x,v,z,r: longreal;
longreal;
udfil: text;

procedure  srand48(s:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite(udfil, CAMP.res’);
a:=1/sqrt(2*alfa-1);
b:=alfa-In(4);
c:=alfa+1/a;
d:=1+In(theta);
for =1 to mdo
begin
1
ul:=drand48;
v:=a*In(ul/(1-ul));
x:=alfa*exp(v);
z:=sqr(ul)*drand4s;
r:=b+c*v-x;
if theta*z-r<=d then goto 2;
if r<in(z) then goto 1,

writeln(udfil,x:10:6);

end;
end.
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A.10 Programmet hyp _eul 05 1000.

Dette Pascal-progransimulerervha. Euler skemaetl000 observationemed A = 0.5 fra den
hyperbolskediffusionsprocesned parametrend = —1, ¢ = 0.5 og o = 0, seafsnit2.5. De
simuleredeobservationemudskrivespa en fil.

program hyp_eul_05_1000(udfil);

const

N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.5;

theta0 = -1;

sigma = 0.5;

xnul = 0;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

i integer;

sd,d,t d,sd_s,Yn: longreal,

udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $

begin
rewrite(udfil,’hyp_eul _05_1000.sim’);
srand48(time(0));
d:=delta/N;
t_d:=theta0*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
Yn:=xnul;
writeln(udfil,Yn:15:10);
for k=1 to nobs do
begin
Yn:=xEuler(Yn, t_d);
writeln(udfil,Yn:15:10);
end;
end.
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A.11 Programmet hyp_tay 05 1000.

DettePascal-prograreimulerervha. 1.5ordensTaylor skemaet 000 observationemedA = 0.5
fra denhyperbolskealiffusionsprocesnedparametrené = —1, ¢ = 0.5 og xg = 0, seafsnit 2.5.
De simuleredeobservationemdskrivespa en fil.

program hyp_tay 05 _1000(udfil);

const

N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)
delta = 0.5;

theta0 = -1;

sigma = 0.5;

xnul = 0;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

i integer;

sd,d,t_d,sd_s,sigma_sqr,Yn: longreal,
udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $

begin
rewrite(udfil,’hyp_tay _05_1000.sim");
srand48(time(0));
d:=delta/N;
t_d:=theta0*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma _sqr:=sqr(sigma);
Yn:=xnul;
writeln(udfil,Yn:15:10);
for =1 to nobs do
begin
Yn:=xTaylor(Yn, theta0);
writeln(udfil,Yn:15:10);
end;
end.
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A.12 Programmet praecis_best E.

Dette Pascal-programanvendedil at bestemmestgrrelsenaf praecisi bisektionsggningernese
delafsnit2.5.4. Vi har her anvendtEuler approksimationeril simulering af observationerne,
men programmetmodificerespa indlysendevis til simuleringaf observationerneha. den 1.5
ordensTaylor approksimation.

program praecis _best_E(udfil);

label 2;

const

m = 64; (* antal Yer til approximation af F *)

N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

sigma = 0.5;

theta0 = -1;

xnul = O;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektionssoegningen *)
venstre = -3; (* venstre endepunkt ved start af bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre endepunkt ved start af bisektion *)
CLOCKS_PER_SEG 1000000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

ij.k: integer;

sd,d,t_d,t0_d,sigma_sqr,sd_s,sumdW,praecis: longreal;

S E,SS_E.,est E,CPU_old_E,CPU _new_E,CPU_E: longreal,

S r ESS r Eestr E,CPU old_r E,CPU_new_r_E,C PU r_E: longreal;
S T,SS T.est T,CPU _old_T,CPU_new_T,CPU_T: longreal;
SrTSSrTestr T,CPU old r T,CPU _new_r T,CPU_r_T: longreal;
x: array[0..nobs] of longreal,

udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl';$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/red _XTaylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.ncl;$
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begin

rewrite(udfil,'praecis_best _E.res”);

srand48(time(0));

sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;

t0_d:=theta0*d;

sd:=sqrt(d);

sd_s:=sd*sigma;

sigma_sqr:=sqr(sigma);

X[0]:=xnul;
praecis:=1; (* den oenskede noejagtighed ved bisektion *)
for k=1 to 5 do
begin
for ii=1 to nt do
begin
for ji=1 to nobs do Xx[jJ:=xEuler(x[j-1],t0_d);(* Sim. af udfaldssti *)

CPU_old_E:=clock; (* Euler start *)
est_E:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);
S E:=S E+est E;

SS_E:=SS_E+sqr(est _E);
CPU_new_E:=clock;

if CPU_new_E<CPU_old_E then

begin

CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old E+maxint-minint+1;
end
else CPUE:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E;(* Euler slut *)
CPU_old_r_E:=clock; (* red. Euler start *)
est_r_E:=rodbisek _r_E(venstre,hoejre,praecis);

S r E:=S _r_E+est_r_E;

SS r E:=SS r_E+sqr(est _r_E);
CPU_new_r_E:=clock;

if CPU_new_r_E<CPU_old r_E then

begin
CPU_r E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E+maxint-minint+1 ;
end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E;(* red. Euler slut *)
CPU old_T:=clock;(* Taylor start *)

est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis);

S T:=S T+est T,

SS_T:=SS_T+sqr(est _T);

CPU_new_T:=clock;

if CPU_new_T<CPU old T then

begin
CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;
end

else CPUT:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T;(* Taylor slut *)

CPU_old_r _T:=clock;(* red. Taylor start *)

est_r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis);

SrT.=Sr T+est r T;

SS r_T:=SS r_T+sqr(est_r_T);

CPU_new r_T:=clock;

if CPU _new r T<CPU old r T then

begin
CPU_r T:=CPU_r_T+CPU_new_r T-CPU_old _r T+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r T;* red. Taylor slut ¥
end;
write(udfil,’observationer er simuleret vha. Euler.);
write(udfil,’ praecis =');
writeln(udfil,praecis:6:4);
write(udfil,'delta =);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =);
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write(udfil,’ m =');
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ N =);
writeln(udfil,N:4);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,’metode ;
write(udfil,’ );
write(udfil,’mean );
write(udfil,’ ;
write(udfil,’ se );
writeln(udfil, CPU-forbrug i sek.);
write(udfil,’Euler );
write(udfil,’ ;
write(udfil,S_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ;
write(udfil,sqrt((SS_E-nt*sqr(S_E/nt))/(nt-1)):10:6)
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,'red. Euler );
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ ;
write(udfil,sgrt((SS_r_E-nt*sqr(S _r_E/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ;
writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
write(udfil, Taylor );
write(udfil,’ ;
write(udfil,S _T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS_T-nt*sqr(S_T/nt))/(nt-1)):10:6)
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _TICLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Taylor’);
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
praecis:=praecis/10;
S E:=0;
SS_E:=0;
CPU_E:=0;
S r E:=0;
SS r E:=0;
CPU r_E:=0;
S T:=0;
SS_T:=0;
CPU_T:=0;
S r T:=0;
SS r_T:=0;
CPU_r_T:=0;

end;

2:

end.

write(udfil,nobs:5);
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A.13 Programmet F_mean.

Dette Pascal-progranbrugesi forbindelsemed den hyperbolskediffusionsprocesse afsnit 2.5,
til at vurderebetydningeraf konstantenV/, sedelafsnit2.5.4,somindgar i approksimationerne
til den betingedemiddelveerdi F', se afsnit 2.4. Observationerneer simuleretvha. Euler
approksimationerog indlaesedra filen hyp eul_025 1000.sinder er frembragtaf et program
svarenddil AppendiksA afsnitA.10. Programmethvor observationerner simuleretvha. den
1.5 ordensTaylor approksimationfremkommerved at eendrandfil navnettil hyp tay 025 10Q0
som er frembragtaf et programsvarendedtil AppendiksA afsnit A.11.

program F_mean(indfil,udfil);

const

N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

theta = -1;

sigma = 0.5;

nt = 500; (* antal F[j] estimater *)
CLOCKSPER_SEC= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
ij,k,m: integer;

sd,d,t_d,r,sigma _sqgr,sd_s,sumdWw: longreal,
CPU_old _E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
CPUoold_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal,
CPU_old_T,CPU_new_T,CPU_T: longreal;
CPU_old_r T,CPU_new_r _T,CPU_r_T: longreal;

SS E 5SS r EsSSTs,SSr T sled: longreal;
SS E s5,SSr E ss5,SS T 5SS r T ss: longreal;
F,S_E,SS _E: array[l..nobs] of longreal,

S r E,SS r E: array[l..nobs] of longreal;

S T,SS_T: array[l..nobs] of longreal,

S r _T,SS_r T:. array[l..nobs] of longreal;

x: array[0..nobs] of longreal,

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/xEuler.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/xTaylor.incl’; $
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _XTaylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor.incl’;$
begin

reset(indfil,/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp _eul_025_1000.sim’);

rewrite(udfil,’F_mean.res’);

srand48(time(0));

sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
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d:=delta/N;
t_d:=theta*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma _sqr:=sqr(sigma);
for =0 to nobs do
begin

readIn(indfil,r);

X[i]:=r;
end;

writeln(udfil,’ Observationerne er simuleret

write(udfil,'delta =);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ theta =");
write(udfil,theta:4);
write(udfil,’ N =);
writeln(udfil,N:4);
m:=2;
for k=1 to 6 do
begin
for ji=1 to nobs do
begin
S_E[j]:=0;
SS_E[j]:=0;
S _r_EJj]:=0;
SS_r_EJ[j]:=0;
S_TIj]:=0;
SS T[j]:=0;
S_r_T[j]:=0;
SS_r_T[j]:=0;

SS r T _s:=0;
SS_E_ss:=0;
SS r E_ss:=0;
SS T ss:=0;
SS_r_T_ss:=0;
CPU_E:=0;
CPUr E:=0;
CPU_T:=0;
CPU_r_T:=0;
writeln(udfil,’ );
write(udfil,’ );
write(udfil,'m’);
write(udfil,’ );
write(udfil,’metode );
write(udfil,’ );
write(udfil,’mean af se’);
write(udfil,’ ;
write(udfil,’ spredning ;
writeln(udfil, CPU-forbrug i sek.);
for =1 to nt do
begin
CPU_old_E:=clock;(* Euler start*)
fx_Euler;
for ji=1 to nobs do
begin
S_E[]:=S _E[]+F[;
SS_E[j]:=SS_E[jl+sar(F[]);
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end;
CPU_new_E:=clock;
if CPU_new_E<CPU_old_E then

begin

CPU_E:=CPU_E+CPU_newE-CPU_old_E+maxint-minint+1;
end

else CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old E;(* Euler slut*)
CPU_old _r_E:=clock;(* red. Euler start¥)

fx_red_Euler;

for ji=1 to nobs do

begin

S_r_E[l:=S_r_E[]+F[l;

SS_r_E[]:=SS_r_E[j]+sar(F[);

end;

CPU_new_r_E:=clock;

if CPU_new r E<CPU old r E then

begin
CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E+maxint-minint+1;
end

else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU_old_r_E;(* red. Euler slut¥)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor  start*)

fx_Taylor;

for ji=1 to nobs do

begin

S_TLl:=S_THl+FIi;

SS_T[i]:=SS_TIi]+sar(Ffil);

end;

CPU_new_T:=clock;

if CPU_new T<CPU_old_T then

begin

CPU_T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;
end

else CPU_T:=CPU_T+CPUnew_T-CPU_old_T;(* Taylor  slut*)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start*)

fx_red_Taylor;

for ji=1 to nobs do

begin

S_r_T[:=S_r_TOI+F[l;

SS_r_T[l:=SS  _r_T[jl+sar(F[]);

end;

CPU new_r_T:=clock;

if CPU_new r T<CPU old r T then

begin

CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T+maxint-minint+1;
end

else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T;(* red. Taylor slut*)
end;
for ji=1 to nobs do
begin

led:=sqrt((SS _E[j]-nt*sqr(S_E[j)/nt))/(nt-1));
SS E s:=SS_E_s+led;
SS_E_ss:=SS_E_ss+sqr(led);

led:=sqrt((SS _r_E[j]-nt*sqr(S_r_EJ[j}/nt))/(nt-1));
SS r E s:=SS r E s+led;

SS r_E_ss:=SS_r_E_ss+sqr(led);

led:=sqrt((SS _T[j]-nt*sqr(S_T[j}/nt))/(nt-1));
SS T s:=SS T s+led;

SS T _ss:=SS_T_ss+sqr(led);

led:=sqrt((SS _r_T[j]-nt*sqr(S_r_TIj/nt))/(nt-1));
SS r T s:=SS r T s+led;

SS r T _ss:=SS_r_T_ss+sqr(led);
end;
write(udfil,m:4);
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write(udfil,'Euler );
write(udfil,’ );
write(udfil,SS_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _E_ss-nobs*sqr(SS_E_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ );
write(udfil,'red. Euler );
write(udfil,’ ;
write(udfil,SS_r_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _r_E_ss-nobs*sqr(SS_r_E_s/nobs))/(nobs-1)):1
write(udfil,’ ;
writeln(udfil,CPU _r_E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ );
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ );
write(udfil, Taylor );
write(udfil,’ );
write(udfil,SS_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _T_ss-nobs*sqr(SS_T_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ );
write(udfil,'red. Taylor );
write(udfil,’ ;
write(udfil,SS_r_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _r_T_ss-nobs*sqr(SS_r_T_s/nobs))/(nobs-1)):1
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _r_T/ICLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ );
m:=m*2;
end;
end.

write(udfil,’ );
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A.14 Programmet F_mean_ny.

Det Pascal-prograner neestenidentisk med programmetovenfor, se AppendiksA afsnit A.13,
men retter den fejl, som bedgaesi programmet-_mean Dennefejl er omtalti delafsnit2.4.1,
og vi vil ikke komme med yderligerekommentarether.

program F_mean_ny(indfil,udfil);

const

N = 64; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

theta = -1;

sigma = 0.5;

nt = 500; (* antal F[j] estimater *)
CLOCKSPER_SEC= 1000000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

i,j,k,m: integer;

sd,d,t_d,r,sigma _sqgr,sd_s,sumdwW,sumdw?2: longreal;

CPUoold_E,CPU_new_E,CPU_E: longreal;
CPU_old_r_E,CPU_new_r_E,CPU_r_E: longreal;
CPU_old_T,CPU_new_T,CPU _T: longreal;
CPU_old_r T,CPU _new_r T,CPU_r_T: longreal;

SSE s,SSr E s,SS T s,SSr T s)led: longreal;
SS E s5,SSr E s5,SS T ss,SS r T ss: longreal;
F,S_E,SS_E: array[l..nobs] of longreal;

S r E,SS r E: array[l..nobs] of longreal;

S T,SS_T: array[1..nobs] of longreal,

S r TSS r T. array[l..nobs] of longreal;

x: array[0..nobs] of longreal,

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/xEuler.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _xEuler_ny.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Euler_ny.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/xTaylor.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _XTaylor.incl';$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/red _XTaylor_ny.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include2/fx _red_Taylor_ny.incl’;$
begin

reset(indfil,/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp_eul _025_1000.sim’);

rewrite(udfil,’F_mean_ny.res");

srand48(time(0));

sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
sumdW2:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;
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t_d:=theta*d;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
for =0 to nobs do
begin
readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end;

writeln(udfil, Observationerne er simuleret

write(udfil,'delta =);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ theta =)
write(udfil,theta:4);
write(udfil,’ N =);
writeln(udfil,N:4);
m:=2;
for k=1 to 6 do
begin
for ji=1 to nobs do
begin
S_EJj]:=0;
SS_E[j]:=0;
S _r_EJj]:=0;
SS_r_EJj]:=0;
S_TIj]:=0;
SS_TIj]:=0;
S r_T[j]:=0;
SS_r_T[j]:=0;
end;

CPU_r_T:=0;
writeln(udfil,’ );
write(udfil,’ );
write(udfil,'m’);
write(udfil,’ );
write(udfil,’metode );
write(udfil,’ );
write(udfil,’mean af se’);
write(udfil,’ );
write(udfil,’ spredning ;
writeln(udfil, CPU-forbrug i sek.);
for k=1 to nt do
begin

CPU_old_E:=clock;(* Euler start*)

fx_Euler;

for ji=1 to nobs do

begin

S_E[l:=S _E[+FIi;
SS_E[i]:=SS_Eli]+sar(F[):
end;
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CPU_new_E:=clock;
if CPUnew E<CPU old E then

begin
CPU_E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;
end

else CPU_E:=CPU_E+CPUnew_E-CPU_old_E;(* Euler slut*)
CPU_old_r_E:=clock;(* red. Euler start¥)

fx_red_Euler_ny;
for ji=1 to nobs do
begin
S_r_E[l:=S_r_E[]+F[l;
SS r _E[jl:=SS  _r_E[jl+sar(F[jD;
end;
CPU new_r_E:=clock;
if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then
begin
CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU _old_r_E+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU _old_r_E;(* red. Euler slut¥)
CPU_old_T:=clock;(* Taylor  start*)
fx_Taylor;
for ji=1 to nobs do
begin
S_TI[il:=S_TLI+FIil;
SS TI[jl:=SS_TI[j]+sqr(F[);
end;
CPU new_T:=clock;
if CPU_new_T<CPUold T then

begin

CPU T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;

end

else CPU_T:=CPU_T+CPUnew_T-CPU_old_T;(* Taylor  slut*)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start*)

fx_red_Taylor_ny;
for ji=1 to nobs do
begin
S_r_T[l:=S_r_T[]+F[];
SS r _T[jl:=SS  _r_TIj]*+sar(F[);
end;
CPU new_r_T:=clock;
if CPU_new_r_T<CPU old_r T then
begin
CPU_r T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T+maxint-minint+1;
end
else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU _old_r_T;(* red. Taylor slut*)
end;
for ji=1 to nobs do
begin
led:=sqrt((SS _E[j]-nt*sgr(S_E[j)/nt))/(nt-1));
SS _E s:=SS_E_s+led;
SS_E_ss:=SS_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_E[j]-nt*sqr(S_r_E[j}/nt))/(nt-1));
SS r E _s:=SS r_E_s+led;
SS r_E_ss:=SS_r_E_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _T[j]-nt*sqr(S_T[j}/nt))/(nt-1));
SS T s:=SS_T_s+led;
SS T _ss:=SS_T_ss+sqr(led);
led:=sqrt((SS _r_T[j]-nt*sqr(S_r_TI[j}/nt))/(nt-1));
SS r T _s:=SS_r_T_s+led;
SS r T _ss:=SS_r_T_ss+sqr(led);
end;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ );
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write(udfil,’ );
write(udfil,SS_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _E_ss-nobs*sqr(SS_E_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ;
write(udfil,'red. Euler );
write(udfil,’ );
write(udfil,SS_r_E_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _r_E_ss-nobs*sqr(SS_r_E_s/nobs))/(nobs-1)):1
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _r_E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ );
write(udfil, Taylor );
write(udfil,’ );
write(udfil,SS_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _T_ss-nobs*sqr(SS_T_s/nobs))/(nobs-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _TICLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ );
write(udfil,m:4);
write(udfil,’ ;
write(udfil,’red. Taylor );
write(udfil,’ ;
write(udfil,SS_r_T_s/nobs:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS _r_T_ss-nobs*sqr(SS_r_T_s/nobs))/(nobs-1)):1
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _r T/ICLOCKS_PER_SEC:10:6);
writeln(udfil,’ ;
m:=m*2;
end;
end.

write(udfil,'Euler )
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A.15 Programmet euler 025 1000.

Dette Pascal-progranbrugesi forbindelsemed den hyperbolskediffusionsprocesse afsnit 2.5,
til at vurdere betydningenaf konstanten/N, se delafsnit 2.5.4, som bestemmerantallet af
delintervalleri Taylor approksimationernese delafsnit2.5.3. Observationernendleesedra filen
hyp tay 025 1000.siider er frembragtaf et programsvarendeil AppendiksA afsnitA.11. |
detviste programanvendeguler approksimationetil bestemmelsaf approksimationetil den
betingedemiddelveerdiF’, se afsnit 2.4, men programmetmodificereslet til den version, hvor
den 1.5 ordensTaylor approksimatioranvendes. detvist programer endvidereA = 0.25 og
n = 1000, men programmethvor A = 1 og n = 200, fremkommerved dels at eendredisse
konstanterog dels sendrenavnenepa input- og outputfilerne.

program euler_025_1000(indfil,udfil);

label  2;

const

m= 64; (* antal Yer til approximation af F *)

nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

sigma = 0.5;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen  *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)
CLOCKS_PER_SEG 1000000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

i,j,N: integer;

sd,d,;t _d,r,sigma_sqr,sd_s,S,SS,est: longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;

x: array[0..nobs] of longreal,

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl';$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl;$

begin
reset(indfil,/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp _tay_025_1000.sim’);
rewrite(udfil,’euler _025_1000.res’);
writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.”);
write(udfil,'delta ="
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =)
write(udfil,nobs:4);
write(udfil,’ m=");
writeln(udfil,m:3);
write(udfil,’praecis ="
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write(udfil,praecis:6:5);

write(udfil,’ venstre = );
write(udfil,venstre:3);
write(udfil,’ hoejre =),
writeln(udfil,hoejre:3);
writeln(udfil,’ ;
write(udfil,’ N );
write(udfil,’ mean ;
write(udfil,’ se );
writeln(udfil,’ CPU-forbrug i sek.);
srand48(time(0));
for i:=0 to nobs do
begin
readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
N:=2;
for j=1 to 6 do
begin
CPU:=0;
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;
for ii=1 to nt do
begin
CPU_old:=clock;
est:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);
S:=S+est;

SS:=SS+sqr(est);
CPU_new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then
begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;
end;
write(udfil,N:3);
write(udfil,S/nt:10:6);
write(udfil,sgrt((SS-nt*sqr(S/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ;
writeln(udfil, CPU/CLOCKS _PER_SEC:10:6);
N:=N*2;
S:=0;
SS:=0;
end;
2:
end.
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A.16 Programmet red_euler_025 1000.

Dette Pascal-prograrer naesteridentiskmedovensaendeprogram,se AppendiksA afsnitA.15,
men her anvendesden variansreduceredadgaveaf Euler approksimationertil bestemmelse
af approksimationertil den betingedemiddelveerdi F'. Igen modificeresprogrammetlet til
denversion,hvor denvariansreduceredg.5 ordensTaylor approksimatioranvendespg til de
versionerhvor A = 1 og n = 200 i stedetfor A = 0.25 og n = 1000.

program red_euler_025_1000(indfil,udfil);

label  2;

const

m= 64; (* antal Yer til approximation af F ¥

nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

sigma = 0.5;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen  *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)

CLOCKS_PER_SEG:= 1000000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

ij,N: integer;

sd,d,t _d,r,sigma_sqr,S,SS,est: longreal;

sumdW,CPU old,CPU_new,CPU: longreal;

x: array[0..nobs] of longreal,

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;

function drand48:longreal;external;

function time(tid:integer):integer;external;

function clock:integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl;$
begin

reset(indfil,/home/gondor/leslie/speciale/stier/hyp

rewrite(udfil,'red
writeln(udfil,’observationer
write(udfil,'delta =
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’
write(udfil,nobs:4);
write(udfil,’
writeln(udfil,m:3);
write(udfil,’praecis
write(udfil,praecis:6:5);
write(udfil,’
write(udfil,venstre:3);
write(udfil,’ hoejre
writeln(udfil,hoejre:3);

m=");

venstre

_euler_025_1000.res’);

er simuleret

)

num. obs. =)

= ’);
= ’),
= ’),
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writeln(udfil,’ );
write(udfil,’ N );
write(udfil,’ mean );
write(udfil,’ se );
writeln(udfil,’ CPU-forbrug i sek.);
srand48(time(0));
for ;=0 to nobs do
begin
readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end;
sumdW:=0;
sigma_sqr:=sqr(sigma);
N:=2;
for j=1 to 6 do
begin
CPU:=0;
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for =1 to nt do
begin
CPU_old:=clock;
est:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis);
S:=S+est;
SS:=SS+sqr(est);
CPU new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then
begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPUold+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPUnew-CPU_old;
end;
write(udfil,N:3);
write(udfil,S/nt:10:6);
write(udfil,sgrt((SS-nt*sqr(S/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil, CPU/CLOCKS _PER_SEC:10:6);
N:=N*2;
S:=0;
SS:=0;
end;
2:
end.
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A.17 Programmet hyp 1 200.

Dette Pascal-progranestimererfor hver af de fire approksimationsmetodesg afsnit 2.5, 100
f-veerdier,beregnerden empiriske middeheerdi og varians,og bestemmelCPU-forbrugetved
de enkelteapproksimationsmetodet. det viste programhar vi sat N = M = 26, n = 200 og
A =1, menprogrammetendredet til karselmed andreveerdieraf disseparametre.

program hyp_1 200(udfil);

label  2;

const

M= 26; (* antal Y’er til approximation af F *)

N = 26; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 200; (* antal observationer *)

delta = 1;

sigma = 0.5;

thetaO = -1;

xnul = 0;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen  *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)

CLOCKS_PER_SEG:= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var
ij: integer;

sd,d,;t _d,sigma_sqr,sd_s,sumdW: longreal;

S E,SS E,est E,CPU_old E,CPU new_ E,CPU_E: longreal;

Sr ESSr Eestr ECPU _old r E,CPU_new_ r E,CPU_r_E: longreal;
S T,SS T,est T,CPU old_T,CPU _new_T,CPU_T: longreal,

SrTSS rTestr T,CPU old r T,CPU new r T,C PUr_T: longreal,
x: array[0..nobs] of longreal,

udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/red _XTaylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.ncl;$
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begin

rewrite(udfil,’hyp_1_200.res’);

srand48(time(0));

sumdW:=0; (* bruges kun i red. Euler og red. Taylor *)
d:=delta/N;

sd:=sqrt(d);

sd_s:=sd*sigma;

sigma_sqr:=sqr(sigma);

X[0]:=xnul;
for ii=1 to nt do
begin
t_d:=theta0*d;
for ji=1 to nobs do Xx[j:=xTaylor(x[j-1],theta0);(* Sim. af udfaldssti *)

CPU_old_E:=clock;(* Euler start *)
est_E:=rodbisek_E(venstre,hoejre,praecis);

S E:=S E+est E;

SS_E:=SS_E+sqr(est_E);

CPU_new_E:=clock;

if CPU_new EKCPU old E then

begin

CPU E:=CPU_E+CPU_new_E-CPU_old_E+maxint-minint+1;

end

else CPU_E:=CPU_E+CPUnew_E-CPU_old_E;(* Euler slut *)
CPU_old_r_E:=clock;(* red. Euler start *)

est _r_E:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis);

S r_ E:=S r_E+est_r_E;

SS r_E:=SS_r_E+sqr(est_r_E);

CPU_new r_E:=clock;

if CPU_new_r_E<CPU_old_r_E then

begin

CPU_r E:=CPU_r E+CPU_new_r E-CPU_old _r E+maxint-minint+1;
end

else CPU_r_E:=CPU_r_E+CPU_new_r_E-CPU old _r E;(* red. Euler slut ¥
CPU_old_T:=clock;(* Taylor start *)
est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis);

S T:=S_T+est T,

SS_T:=SS_T+sqr(est_T);

CPU_new_T:=clock;

if CPU_new_ &CPU old T then

begin

CPU T:=CPU_T+CPU_new_T-CPU_old_T+maxint-minint+1;

end

else CPU_T:=CPU_T+CPUnew_T-CPU_old_T;(* Taylor slut *)
CPU_old_r_T:=clock;(* red. Taylor start *)

est _r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis);

SrT.=Sr T+est r T;

SS r_T:=SS r_T+sqr(est_r_T);

CPU_new r_T:=clock;

if CPU new r T<CPU old r T then

begin

CPU_r T:=CPU_r_T+CPU_new_r _T-CPU_old _r T+maxint-minint+1;

end

else CPU_r_T:=CPU_r_T+CPU_new_r_T-CPU_old _r T;* red. Taylor slut *
end;

writeln(udfil,’observationer er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.”);
write(udfil,'delta =);

write(udfil,delta:3);

write(udfil,’ num. obs. =);

write(udfil,nobs:5);

write(udfil,’ M =);

write(udfil,M:4);

write(udfil,’ N =);

writeln(udfil,N:4);
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writeln(udfil,’ )

write(udfil,’metode );
write(udfil,’ );
write(udfil,’mean );
write(udfil,’ );
write(udfil,’ se );
writeln(udfil, CPU-forbrug i sek.);
write(udfil,’Euler ;
write(udfil,’ );
write(udfil,S _E/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_E-nt*sqr(S_E/nt))/(nt-1)):10:6)
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Euler );
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_r_E-nt*sqr(S _r_E/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
write(udfil, Taylor );
write(udfil,’ );
write(udfil,S _T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_T-nt*sqr(S_T/nt))/(nt-1)):10:6)
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,’red. Taylor’);
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
2:

end.
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A.18 Programmet qq_hyp_025 200.

Dette Pascal-progranestimererfor hver af de fire approksimationsmetodesge afsnit 2.5, 100
-veerdier,udskriverdempa enfil og finder denempiriskemiddelvaerdiog varians. | det viste
programhar vi satn = 200, men programmetsendrespa indlysendevis til at klare n = 500
og n = 1000. Outputfilen anvendesrha. S-PLUS-programmeit AppendiksC afsnit C.5til at
tegnedet QQ-plot, somer vist i figur 13.

program qqg_hyp_025_200(udfil);

label  2;

const

M= 26; (* antal Y'er til approximation af F ¥

N = 26; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 200; (* antal observationer *)

delta = 0.25;

sigma = 0.5;

thetaO = -1;

xnul = 0;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

jmax = 40; (* maksimalt antal iterationer i bisektions rodsoegningen  *)
venstre = -3; (* venstre start endepunkt ved bisektion *)
hoejre = 0; (* hoejre start endepunkt ved bisektion *)
praecis = 0.001; (* oenskede noejagtighed ved bisektion *)

CLOCKS_PER_SEG:= 1000000;
to_pi = 6.28318530717958647692529:;

var
ij: integer;

sd,d,t_d,sigma  _sqr,sd_s,sumdW: longreal;

S E,SS_E,est E,CPU _old E,CPU new E,CPU _E: longreal,

Sr ESSr Eestr ECPU _old r E,CPU_new_ r E,CPU_r_E: longreal;
S T,SS T,est T,CPU old_T,CPU _new_T,CPU_T: longreal,

SrTSS rTestr T,CPU old r T,CPU new r T,C PUr_T: longreal,
x: array[0..nobs] of longreal,

udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Euler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/red _xEuler.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Euler.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xTaylor.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _Taylor.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/red _XTaylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/fx _red_Taylor.incl’;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _E.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_E.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _T.incl;$
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/rodbisec _r_T.ncl;$
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begin
rewrite(udfil,’qq_hyp_025
srand48(time(0));

sumdW:=0; (* bruges kun i red.

d:=delta/N;

sd:=sqrt(d);
sd_s:=sd*sigma;

sigma _sqr:=sqr(sigma);

X[0]:=xnul;
for =1 to nt do
begin

t_d:=theta0*d;

for ji==1 to nobs do Xx[jJ:=xTaylor(x[j-1],theta0); (* Sim. af udfaldssti
_E(venstre,hoejre,praecis);

est_E:=rodbisek
S E:=S_E+est_E;
SS_E:=SS_E+sqgr(est_E);

write(udfil,est _E:15:10);
write(udfil,’ Y, (* Euler slut *)
est_r _E:=rodbisek_r_E(venstre,hoejre,praecis); (* red. Euler start

S r E:=S r E+est_r_E;
SS r_E:=SS _r_E+sqr(est_r_E);

_200.res’);

Euler og red. Taylor *)

—~

* Euler start *)

write(udfil,est_r _E:15:10);
write(udfil,’ Y, (* red. Euler slut *)
est_T:=rodbisek_T(venstre,hoejre,praecis); (* Taylor start *)

S T:=S T+est T;
SS_T:=SS_T+sqr(est_T);
write(udfil,est_T:15:10);
write(udfil,’ ), (* Taylor

slut ¥

est_r_T:=rodbisek_r_T(venstre,hoejre,praecis); (* red. Taylor

S r T:=S_r T+est r_T,
SS r_T:=SS_r_T+sqr(est_r_T);

(* red. Taylor slut *)

er simuleret vha. 1.5 ordens Taylor.”);

sek.”);

write(udfil,sqrt((SS_E- nt*sqr(S E/nt))/(nt-1)):10:6) ;

writeln(udfil,est _r_T:15:10);
end;
writeln(udfil,’observationer
write(udfil,'delta =);
write(udfil,delta:3);
write(udfil,’ num. obs. =);
write(udfil,nobs:5);
write(udfil,’ M =);
write(udfil,M:4);
write(udfil,’ N =);
writeln(udfil,N:4);
writeln(udfil,’ );
write(udfil,’metode
write(udfil,’ );
write(udfil,’mean );
write(udfil,’ );
write(udfil,’ se );
writeln(udfil, CPU-forbrug i
write(udfil,’Euler ;
write(udfil,’ );
write(udfil,S_E/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,’
writeln(udfil,CPU
write(udfil,’red. Euler );
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_E/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_r_E-nt*sqr(S
write(udfil,’ );

writeln(udfil,CPU_r_E/CLOCKS_PER

_E/CLOCKS_PER_SEC:10:6);

_r_E/nt))/(nt-1)):10:6);

_SEC:10:6);
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write(udfil, Taylor )

write(udfil,’ );
write(udfil,S_T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sgrt((SS_T- nt*sqr(S T/nt))/(nt-1)):10:6)
write(udfil,’ );
writeln(udfil,CPU _T/CLOCKS_PER_SEC:10:6);
write(udfil,'red. Taylor’);
write(udfil,’ );
write(udfil,S_r_T/nt:10:6);
write(udfil,’ );
write(udfil,sqrt((SS_r_T-nt*sqr(S _r_T/nt))/(nt-1)):10:6);
write(udfil,’ ;
writeln(udfil,CPU_r_T/CLOCKS_PER _SEC:10:6);
2:

end.
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A.19 Programmet powell.

Dette Pascal-prograngiver en minimeringsprocedureDen funktion, som skal minimeres,skal
skrivesi functionfct delen,og far programmekan kagres,skal hovedprograndelenmedkald til
powell procedurerudfyldes. | AppendiksC afsnit A.20 er givet et eksempepa, hvordandisse
dele af et feerdigt programskal udfyldes.

program powell(udfil);

const
np = 3; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)

type

RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;
var

LinminNcom: integer;

LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;

begin (* fnc *)
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)
end; (* fnc ¥

function fidim(x:longreal):longreal;

var
j: integer;
xt:  "RealArrayNP;

begin (* fldim *)

new(xt);

for ji=1 to LinminNcom do xt[j]:=LinminPcom][jJ+x*LinminXicom[j];
fldim:=fnc(xt");

dispose(xt);
end; (* fldim *)

function func(x:longreal):longreal; (* kaldes af mnbrak og brent *)
begin (* func *)

func:=f1dim(x);
end; (* func *)

procedure  mnbrak(var  ax,bx,cx,fa,fb,fc:longreal);

label  99;

const

gold = 1.618034;

glimit = 100.0;

tiny = 1.0e-20;

var

ulim,u,r,q,fu,dum: longreal;
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begin

(* mnbrak *)

fa:=func(ax);
fb:=func(bx);

if

CX:

fo>fa then

begin
dum:=ax;
ax:=bx;
bx:=dum;
dum:=fb;
fb:=fa;
fa:=dum;

end;

=bx+gold*(bx-ax);

fc:=func(cx);
while fb>=fc do
begin (* vi returnerer hertil indtil minimum er indkredset

r:=(bx-ax)*(fb-fc);

g:=(bx-cx)*(fb-fa);

if abs(g-r) >tiny then dum:=abs(g-r) else dum:=tiny;
if g-r<0.0 then dum:=-dum;
u:=bx-((bx-cx)*q-(bx-ax)*r)/(2.0*dum);

ulim:=bx+glimit*(cx-bx);

if  (bx-u)*(u-cx) >0.0 then

begin
fu:=func(u);
if fu<fc then
begin
ax:=bx;
fa:=fb;
bx:=u;
fb:=fu;
goto 99; (* exit *)
end
else if fu>fb then
begin
CX:=U;
fc:=fu;
goto 99; (* exit *)
end;
u:=cx+gold*(cx-bx);
fu:=func(u);
end
else if (cx-u)*(u-ulim)>0.0 then
begin
fu:=func(u);
if fu<fc then
begin
bx:=cx;
CX:=U;
u:=cx+gold*(cx-bx);
fb:=fc;
fc:=fu;
fu:=func(u);
end;
end
else if (u-ulim)*(ulim-cx) >=0.0 then
begin
u:=ulim;
fu:=func(u);
end
else
begin

u:=cx+gold*(cx-bx);
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fu:=func(u);

end;
ax:=bx;
bx:=cx;
CX:=U;
fa:=fb;
fb:=fc;
fe:=fu;
end; (* while *)
99:
end; (* mnbrak *)
function brent(ax,bx,cx,tol:longreal; var xmin:longreal):longreal;
label  99;
const
itmax = 100; (* maksimale antal iterationer i brent *)
cgold = 0.3819660;
zeps = 1.0e-10;
var
a,b,d,e,etemp: longreal;
fu,fv,fw,fx: longreal;
iter: integer;
p.q,r,toll,tol2: longreal;
u,V,W,x,Xxm: longreal;
function sign(a,b:longreal):longreal;
begin (* sign *)
if b>=0.0 then sign:=abs(a) else sign:=-abs(a);
end; (* sign *)
begin (* brent *)
if ax<cx then a=ax else a:=cx;
if ax>cx then b:i=ax else b:=cx;
v:=bx;
W=V,
X:=V;
e:=0.0;
fx:=func(x);
fv:=fx;
fw:=fx;
for iter:=1 to itmax do
begin (* hovedprogram-loop *)
xm:=0.5*(a+b);
tol1l:=tol*abs(x)+zeps;
tol2:=2.0*tol1;
if abs(x-xm)<=tol2-0.5*(b-a) then goto 99; (* exit *)

if abs(e)>toll then
begin

r:=(x-w)*(fx-fv);
0:=(x-v)*(fx-fw);
p:=(X-v)*g-(x-w)*r;
0:=2.0%(q-r);
if g>0.0
q:=abs(q);
etemp:=e;
e:=d;

then p:=-p;

if (abs(p) >=abs(0.5*q*etemp))

begin

or (p<=g*(a-x)) or  (p>=q*(b-x))
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if x>=xm then e:=a-x else e:=b-x;
d:=cgold*e;
end
else
begin
d:=p/q;
u:=x+d;

if (u-a<tol2) or (b-u<tol2) then d:=sign(tol1l,xm-x);

end;

end

else

begin
if x>=xm then e:=a-x else e:=b-x;
d:=cgold*e;

end;

if abs(d)>=toll then u:=x+d else u:=x+sign(toll,d);

fu:=func(u);
if fu<=fx then
begin
if u>=x then a=x else b:=x;
Vi=W;
fv:=fw;
Wi=X;
fw:=fx;
X:=U;
fx:=fu;
end
else
begin
if u<x then am=u else b:=y;
if (fu <=fw) or (w=x) then
begin
Vi=W;
fv:=fw;
Wi=U;
fw:=fu;
end
else if (fu<=fv) or (v=x) or (v=w) then
begin
Vi=Uu;
fv:=fu;
end;
end;
end; (* hovedprogram-loop - start en ny iteration
writeln(udfil,’For mange iterationer i funktionen
99:
Xmin:=x;
brent:=fx;
end; (* brent *)

procedure linmin(var p.xi:RealArrayNP; n:integer;
const

tol = 1.0e-4; (* bruges i kald af funktionen brent
var

j: integer;

xx,xmin,fx,fb,fa,bx,ax: longreal;

begin (* linmin  *)
LinminNcom:=n;
for j=1 to n do
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begin
LinminPcom[j]:=p[j];
LinminXicom[j]:=xi[j];
end;
ax:=0.0;
xx:=1.0;
mnbrak(ax,xx,bx,fa,fx,fb);
fret:=brent(ax,xx,bx,tol,xmin);
for j=1 to n do
begin
Xi[jl:=xmin*xi[j];
Plil:=phl+xilil;
end;
end; (* linmin %)

procedure  powell(var p:RealArrayNP; var xi:RealArrayNPbyNP; n:integer;
ftol:longreal; var iter:integer; var fret:longreal);
label  99;
const
itmax = 200; (* maksimale antal iterationer i powell *)
var
j,ibig,i: integer;
t,fptt,fp,del: longreal;
pt,ptt, xit: "RealArrayNP;
begin
new(pt);
new(ptt);
new(xit);

fret:=fnc(p);
for =1 to n do ptTil:=pli;

iter:=0;
while true do
begin
iter:=iter+1;
fp:=fret;
ibig:=0;
del:=0.0;
for ii=1 to n do
begin
for ji=1 to n do xit"[j]:=xi[j,i];
fptt:=fret;
linmin(p,xit™,n,fret);
if abs(fptt-fret) >del then
begin
del:=abs(fptt-fret);
ibig:=i;
end;
end;
if 2.0*abs(fp-fret)<=ftol*(abs(fp)+abs(fret)) then goto 99; (* exit ¥
if iter=itmax then
begin
writeln(udfil,’For mange iterationer i powell proceduren, );
write(udfil,’dvs. mere end itmax =),
write(udfil,itmax);
writeln(udfil,’ iterationer.’);
end;
for j=1 to n do
begin
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ptt"[j]:=2.0*p[j]-pt"[i];
Xit"[jl:=p[i]-pt"[];
pt"[i]:=pL;

end;

fptt:=fnc(ptt");

if fptt <fp then

begin
t:=2.0*(fp-2.0*fret+fptt)*sqr(fp-fret-del)-del*sqr(fp-fptt);
if t<0.0 then
begin
linmin(p,xit™,n,fret);
for ji=1 to n do xifj,ibig]:=xit"[j];
end;
end;
end; (* whil - start en ny iteration *)
99:
dispose(xit);
dispose(ptt);
dispose(pt);
end;
begin

(* her skal hovedprogrammet staa *)
end.
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A.20 Programmet tjek.

Dette Pascal-programsimulerer 10000 observationerfra N (2, 5)-fordelingen og finder vha.

Powell’'s metode, se afsnit 3.3, estimaterfor middelveerdiog varians. Endviderefindes den

empiriskemiddelveerdiog varians.Vi medtagekun de linier, somer forskelligefra programmet
i AppendiksA afsnit A.19, og de manglenddinier er markeretmed tre prikker. Resultatetaf

at kgre programmetkan sesi delafsnit3.3.1.

program tjek(indfil,udfil);

const

np = 2; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
ftol = 0.001;

nobs = 10000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her ¥
to_pi = 6.28318530717958647692529;

mu = 5; (* middelvaerdien i normalfordelingen *)

sigma_sqr = 2; (* variansen i normalfordelingen *)

type

RealArrayNP = array [1..np] of longreal;

RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var

LinminNcom: integer;

p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;

X: array [1..nobs] of longreal;

xi:  RealArrayNPbyNP;

iiter: integer;

U,sum_x,SSD,a,fret,f_to _pi,sigma: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;
(* f_to_pi = nobs*In(to_pi)/2 *)

var
i integer;
sum: longreal;

begin (* fnc *)
sum:=0;
for =1 to nobs do sum:=sum-+sqr(x[i]-p[1]);
fnc:=f _to_pi+nobs*p[2]/2+sum/(2*exp(p[2]));
end; (* fnc *)

begin (* proeve *)
srand48(time(0));
rewrite(udfil,'tjek.res’);
sigma:=sqrt(sigma_sqr);
f_to_pi:=nobs*In(to _pi)/2;

for =1 to round(nobs/2) do
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begin
a:=sigma*sqrt(-2*In(drand48));
U:=drand48;
X[2*i-1]:=mu+a*cos(to_pi*U);
X[2*1]:=mu+a*sin(to _pi*V);

end;

p[1]:=50;

p[2]:=In(0.1);

xi[1,1]:=1;

xi[2,2]:=1;

powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);

write(udfil,’p_hat = ();

write(udfil,p[1]:10:6);

write(udfil,’,’);

write(udfil,exp(p[2]):10:6);

writeln(udfil,’)");

write(udfil,’Funktionsvaerdi =);
writeln(udfil,-fret:10:6);
write(udfil,'fundet efter );
write(udfil,iter:4);
writeln(udfil,’ iterationer’);
sum_x:=0;
SSD:=0;
for =1 to nobs do sum_x:=sum_x+x]i];
for =1 to nobs do SSD:=SSD+sqr(x[i]-sum  _x/nobs);
write(udfil,’Estimat for mu=");
writeln(udfil,sum _x/nobs:10:6);
write(udfil,’Estimat for sigma_sqr =);
writeln(udfil,SSD/nobs:10:6);

end.
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A.21 Programmet ex2_asger.

Dette Pascal-programanvendestil at simulere de observationer,som benyttesi afsnit 3.4.
Programmetsimulerer 1000 observationewvha. Milsteins approksimation,se delafsnit 2.3.3,
for diffusionsprocessegivet ved den stokastiskedifferentialligningi formel (29) medé = 5.

program ex2_asger(udfil);

const

d = 0.0001;

N = 1000;

nobs = 1000;

theta = 5;

to_pi = 6.28318530717958647692529;
var

] . integer;

sd : longreal;
a,b,c,Zt,Zt2,enaddzt2,dw,U . longreal;
udfil T text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
rewrite (udfil,’'ex2_asger.res’);
sd:=SQRT(d);
Zt:=0;
writeln(udfil,Zt:15:10);
for ii=1 to nobs do
begin
for ji=1 to round(N/2) do
begin (* Milsteins approksimation *)
c:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+7t2;
a:=- theta*Zt*d + theta*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(sqr(theta)*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
dW:=c*sin(U);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+7t2;
a:=- theta*Zt*d + theta*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(sqgr(theta)*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
end; (* Milsteins approksimation *)
writeln(udfil,Zt:15:10);
end;
end.
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A.22 Programmet loglike_ex2 N1.

Dette Pascal-progranudregnerfor eksempleti afsnit 3.4 veerdienaf den approksimativelog-
likelihoodfunktion,, ;(¢) for § =3 +k-0.1, k = 0,1,..., 50, og udskriverresultatetpa en fil.
Observationsseett@tdlaesedra denfil, somfrembringesaf Pascal-programmetAppendiksA
afsnit A.21. Resultatetaf at kare programmetkan sesi figur 15 og 16 samti tabel 20.

program loglike _ex2_N1(indfil,udfil);

const

delta = 0.1; (* afstanden mellem observationerne *)
nobs = 1000;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

h,i,j . integer;

a,b,c,r,sx,sum,logn,theta : longreal;

X : array[0..nobs] of longreal;

indfil,udfil 1 text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin

srand48(time(0));

reset(indfil,'ex2 _asger.res’);
rewrite(udfil,’loglike_ex2_N1.res’);

for i:=0 to nobs do

begin (* indlaesning af observationerne *)

readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end; (* indlaesning af observationerne *)
for h:=0 to 50 do
begin
logn:=0;
theta:=3+h*delta;
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for ji=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)
sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sX));
logn:=logn-sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b-In(b);

end; (* beregning af den approksimerede log-likehoodfunktionen *)
write(udfil,theta:5:3);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,(logn-nobs*In(a*to_pi))/2:15:10);
end;
end.

124



A.23 Programmet min_N1_mean.

Dette Pascal-progranfinder for fastholdt observationssaet00 estimaterfor 6 i eksemplet
fra afsnit 3.4 vha. Powell’s metode anvendtpa den approksimativelog-likelihoodfunktion
ln1(0). Derefter bestemmeglen empiriske middelveerdiog spredningfor henholdsvisé og

den approksimativelog-likelihoodfunktionsveerdii estimaternekaldet fret i programmet. Vi

medtagerkun de linier som er forskellige fra programmeti AppendiksA afsnit A.19, og de
manglendelinier er markeretmed tre prikker. Observationsseettendlzesesfra den fil, som
frembringesaf Pascal-programmetAppendiksA afsnitA.21. Resultatetf at kare programmet
kan sesi tabel 21, se delafsnit 3.4.2.

program min_mean_N1(indfil,udfil);

const

np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)

ftol = 0.001;

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)

nt = 100; (* antal theta estimater *)
CLOCKSPER_SEC= 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var

LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi:  RealArrayNPbyNP;

iiter: integer;

fret,r: longreal,

x: array [0..nobs] of longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;
est,S_est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
indfil,udfil: text;

function clock:integer;external;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

const
delta=0.1;
to_pi=6.28318530717958647692529;

var
j: integer;
a,b,c,logn,sx.theta: longreal,

begin (* fnc *)
logn:=0;
theta:=exp(p[1]);
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for ji=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)
sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sX));
logn:=logn+sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b+In(b);
end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
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fnc:=(logn+nobs*In(a*to_pi))/2;
end; (* fnc *)

begin (* minprog *)
rewrite(udfil,’min _N1_mean.res’);
reset(indfil,’ex2_asger.res’);
for =0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationssaettet *)
readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end; (* indlaesning af observationssaettet *)
for =1 to nt do
begin
CPU old:=clock;
(* initialisering *)
p[1]:=In(3);
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
CPU_new:=clock;
if CPU_newCPU_old then
begin
CPU:=CPU+CPUnew-CPU_old+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;
S _est:=S _est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S fret:=S_fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

end;
write(udfil,’mean _est =7);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est =7);
writeln(udfil,sgrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret =7
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret =)
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater =)
write(udfil,nt:4);
write(udfil,’ CPU-forbrug i sek. =7);
writeln(udfil, CPU/CLOCKS_PER_SEC:10:4);
end.
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A.24 Programmet loglike ex2 N2 M100.

Dette Pascal-progranudregnerfor eksempleti afsnit 3.4 veerdienaf deni praksis anvendte
approksimativéog-likelihoodfunktionl,, x /(6) for § = 3+k-0.1, k = 0,1,...,50, og udskriver
resultatetpa en fil. | det konkreteprogramer N = 2 og M = 100, men det modificerespa
indlysendeuvis til at klare de gvrige veerdieraf N og M. Observationssaetténdleesedra den
fil, som frembringesaf Pascal-programmet AppendiksA afsnit A.21. Resultatetaf at kare
programmetkan sesi figur 15 samti tabel 20.

program loglike_ex2_N2_M100(indfil,udfil);

const

delta = 0.1; (* afstanden mellem observationerne *)

N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)
M = 100;

nobs = 1000;

to _pi = 6.28318530717958647692529;

var
h,i,jk,I . integer;

a,b,c.d,e,f,sd,ry,sy,sum,logn,theta : longreal;
U : array[l..N-1,1..M] of longreal;

X : array[0..nobs] of longreal;

indfil,udfil 1 text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

begin
srand48(time(0));
reset(indfil,’ex2_asger.res’);
rewrite(udfil,'loglike _ex2_N2_M100.res’;
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for ii=1 to N-1 do
begin (*simulering af Uerne *)
for ji=1 to round(M/2) do
begin
c:=sqrt(-2*In(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*j-1]:=c*cos(f);
if j <= Mthen UJi,2%]:=c*sin(f);
end;
end; (*simulering af Uerne *)
for =0 to nobs do
begin (* indlaesning af observationssaettet *)
readIn(indfil,r);
X[i]:=r;
end; (* indlaesning af observationssaettet *)
for h:=0 to 50 do
begin
logn:=0;
theta:=3+h*delta;
for =1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)
sum:=0;
for =1 to Mdo
begin (* beregning af sum *)
y:=x[i-1];
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for k=1 to N-1 do

begin (* simulering af Yerne *)
sy:=sqr(y);
a:=d*theta;
y:=y-a*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,l];

end; (* simulering af Yerne *)

sy:=sqr(y);

b:=delta/N;

e:=b*sqr(theta)*(1+sy/(1+sy));

sum:=sum-+exp(-sqr(x[i]+(b*theta-1)*y)/(2*e))/sqrt(to

end; (* beregning af sum *¥)
logn:=logn+In(sum/M);
end;

write(udfil,theta:5:3);
write(udfil,’ )
writeln(udfil,logn:15:10);

end;
end.
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A.25 Programmet min_N2_M100_mean.

Dette Pascal-progranfinder for fastholdt observationsst 100 estimaterfor ¢ i eksemplet
fra afsnit 3.4 vha. Powell’s metode anvendtpa den approksimativelog-likelihoodfunktion
ZanN,M(H). Derefterbestemmeslen empiriskemiddelvaerdiog spredningfor henholdsvisf og

denapproksimativdog-likelihoodfunktionsveerdii estimaternekaldetfreti programmet.l det
konkreteprogramer N = 2 og M = 100, mendetmodificerespaindlysendevis til atklareandre
veerdieraf N og M. Vi medtagekun delinier somer forskelligefra programmet AppendiksA

afsnit A.19, og de manglenddinier er markeretmed tre prikker. Observationsseettédlaeses
fra denfil, somfrembringesaf Pascal-programmetAppendiksA afsnit A.21. Resultate@af at

kare programmetkan sesi tabel 21, se delafsnit3.4.2.

program min_N2_M2100_mean(indfil,udfil);

const

np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)

ftol = 0.001;

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)

M = 100;

to_pi=6.28318530717958647692529;
nt = 100; (* antal theta estimater *)
CLOCKS_PERSEC = 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
xi:  RealArrayNPbyNP;

h,i,j,iter: integer;

fret,r,c,f: longreal;

x: array [0..nobs] of longreal;

U : array[1l..N-1,1..M] of longreal;
CPU_old,CPU_new,CPU: longreal;

est,S _est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

const
delta=0.1;

var

ikl . integer;
b,d,e,sd,r,y,sy,sum,logn,theta . longreal;
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begin (* fnc *)
theta:=exp(p[1]);

d:=delta/N;

sd:=sqrt(d);

b:=M*sd*sqrt(to_pi)*theta;

logn:=0;

for ;=1 to nobs do

begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion *)
sum:=0;

for =1 to Mdo
begin (* beregning af sum *)
y=x[i-1];
for k=1 to N-1 do
begin (* Euler approksimering af Yerne ¥
sy:=sqr(y);
y:=y-d*theta*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,I];
end; (* Euler approksimering af Yerne *)
sy:=sar(y);
e:=(1+sy/(1+sy));
sum:=sum-+exp(-sqr(x[i]+(d*theta-1)*y)/(2*d*sqgr(theta)*e))/ sqrt(e);
end; (* beregning af sum *¥)
if sum=0.0 then logn:=logn-10000*drand48
else logn:=logn+in(sum);
end;
fnc:=-logn+nobs*In(b);
end; (* fnc *)

begin (* minprog *)

srand48(time(0));

rewrite(udfil,’min_N2 _M100_mean.res");
reset(indfil,’ex2_asger.res’);

for i:=0 to nobs do

begin (* indlaesning af observationssaettet *)

readIn(indfil,r);

X[i]:=r;
end; (* indlaesning af observationssaettet *)
CPU_old:=clock;
for ;=1 to N-1 do

begin  (*simulering af Uerne *)
for j=1 to round(M/2) do
begin

c:=sqrt(-2*In(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*j-1]:=c*cos(f);
if j <= Mthen UJi,2%]:=c*sin(f);
end;
end; (*simulering af Uerne *)
CPU new:=clock;
if CPU_new<CPU_old then
begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPUold+maxint-minint+1;
end
else CPU:=CPU+CPUnew-CPU_old;
for h:=1 to nt do
begin
CPU_old:=clock;
(* initialisering *)
p[1]:=In(3);
xi[1,1]:=1;
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(* initialisering slut*)

powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);

est:=exp(p[1]);

CPU_new:=clock;

if CPU_new<CPU_old then

begin
CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old+maxint-minint+1;
end

else CPU:=CPU+CPU_new-CPU_old;

S_est:=S_est+est;

SS_est:=SS_est+sqr(est);

S_fret:=S_fret-fret;

SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

S_iter:=S_iter+iter;

SS_iter:=SS_iter+sqr(iter);

end;
write(udfil,’mean _est =7);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est =)
writeln(udfil,sqrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret =)
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret =)
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater =)
write(udfil,nt:4);
write(udfil,’ CPU-forbrug i sek. =7);
writeln(udfil, CPU/CLOCKS_PER_SEC:10:4);
end.
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A.26 Programmet min_N1.

Dette Pascal-progranfinder 100 estimaterfor 6 i eksempletfra afsnit 3.4 vha. Powell's

metode anvendtpa den approksimativelog-likelihoodfunktion Z,,1(¢). Ved hver estimation
simulereset nyt observationssaeDerefterbestemmesien empiriskemiddelvaerdiog spredning
for henholdsvisfé og den approksimativelog-likelihoodfunktionsveerdi i estimaterne kaldet
freti programmet.Vi medtageikun de linier somer forskellige fra programmet AppendiksA

afsnit A.19, og demanglenddinier er markereimedtre prikker. Resultateaf atkgreprogrammet
kan sesi tabel 22, se delafsnit3.4.2.

program  min_N21(udfil);

const

np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
delta=0.1;

theta0 = 5;

ftol = 0.001;

O = 1000;

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)

nt = 100; (* antal theta estimater *)
to _pi=6.28318530717958647692529;
CLOCKS_PER_SEG 1000000;

type

RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;
var

LinminNcom: integer;

p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;

xi:  RealArrayNPbyNP;

i,jkiter: integer;

fret,d,sd: longreal;

x: array [0..nobs] of longreal;
a,b,c,Zt,Zt2,enaddzt2,dW,U,s_thetaO . longreal;
est,S_est,SS_est,S_fret,SS_fret: longreal;
udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

var
j:  integer;
a,b,c,logn,sx,theta: longreal;

begin (* fnc *)
logn:=0;
theta:=exp(p[1]);
a:=delta*sqr(theta);
c:=delta*theta;
for ji=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)
sx:=sqr(x[j-1]);
b:=(1+sx/(1+sX));
logn:=logn+sqr(x[j]+(c-1)*x[j-1])/a/b+In(b);
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end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
fnc:=(logn+nobs*In(a*to _pi)/2;
end; (* fnc *)

begin (* minprog *)
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min _N1.res’);
d:=delta/O;

sd:=sqrt(d);
s_thetaO:=sqr(theta0);

for ii=1 to nt do

begin

Zt:=0;

x[0]:=0;

for ji=1 to nobs do

begin (* simulering af observationssaettet *)

for k=1 to round(O/2) do

begin (* Milsteins approksimation *)
c:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(UV);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+7t2;

a:=-thetaO0*Zt*d + thetaO*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;

dW:=c*sin(U);

Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+7t2;

a:=-theta0*Zt*d + thetaO*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;
end; (* Milsteins approksimation *)
X[j]:=2t;
end; (* simulering af observationssaettet *)
(* initialisering *)
p[1]:=In(3);
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)

powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);
S _est:=S_est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S fret:=S_fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);
end;
write(udfil,’mean _est =7);
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est =7);
writeln(udfil,sqrt((SS _est-nt*sqr(S_est/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’mean _fret =7
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret =)
writeln(udfil,sqrt((SS _fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)):12:10);
write(udfil,’antal estimater =)
write(udfil,nt:4);
end.
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A.27 Programmet min_N2_M100.

Dette Pascal-progranfinder 100 estimaterfor 6 i eksempletfra afsnit 3.4 vha. Powell's
metodeanvendtpa den approksimativelog-likelihoodfunktionZNnVN,M(G). Ved hver estimation
simulereset nyt observationssaeDerefterbestemmesien empiriskemiddelvaerdiog spredning
for henholdsvi® og denapproksimativdog-likelihoodfunktionsveerdii estimaternekaldetfreti

programmet.| detkonkreteprogramer N = 2 og M = 100, mendet modificerespa indlysende
vis til at klare andreveerdieraf N og M. Vi medtagerkun de linier som er forskellige fra
programmeti AppendiksA afsnit A.19, og de manglendéinier er markeretmed tre prikker.

Resultatetaf at kare programmetkan sesi tabel 22, se delafsnit3.4.2.

program min _N2_M2100(udfil);

const

np = 1; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)
delta=0.1;

thetaO = b5;

O = 1000;

ftol = 0.001;

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)
N = 2; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta,i*delta] *)

M = 100;

to_pi=6.28318530717958647692529;

nt = 100; (* antal theta estimater *)

CLOCKS_PER_SEG 1000000;

type
RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;

var
LinminNcom: integer;

p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;

xi:  RealArrayNPbyNP;

h,i,jk,liter: integer;

fret,d,sd,e,f: longreal;

x: array [0..nobs] of longreal;

U : array[1..N-1,1..M] of longreal,
a,b,c,zt,Zt2,enaddzt2,dwW,V,s _theta0 : longreal;
est,S est,SS _est,S fret,SS fret: longreal,
udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;
function clock:integer;external;

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;
(* her skal funktionen som skal minimeres staa *)

var
i,k,l . integer;
b,d,e,sd,r,y,sy,sum,logn,theta . longreal;

begin (* fnc *)
theta:=exp(p[1]);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
b:=M*sd*sqrt(to_pi)*theta;
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logn:=0;
for ;=1 to nobs do
begin (* beregning af den approksimerede log-likelihoodfunktion
sum:=0;
for =1 to Mdo
begin (* beregning af sum *)
y:=x[i-1];
for k=1 to N-1 do
begin (* Euler approksimering af Yerne *)
sy:=sqr(y);
y:=y-d*theta*y+theta*sqrt(1+sy/(1+sy))*sd*U[k,l];
end; (* Euler approksimering af Y'erne *)
sy:=sqr(y);
e:=(1+sy/(1+sy));
sum:=sum-+exp(-sqr(x[i]+(d*theta-1)*y)/(2*d*sqgr(theta)*e))/
end; (* beregning af sum *)
if sum=0.0 then logn:=logn-10000*drand48
else logn:=logn+in(sum);
end;
fnc:=-logn+nobs*In(b);

end; (* fnc *)

begin (* minprog *)

srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min_N2_M2100.res’);
for ;=1 to N-1 do

begin (*simulering af Uerne *)
for j=1 to round(M/2) do
begin

e:=sqrt(-2*In(drand48));
f:=to_pi*drand48;
U[i,2*-1]:=e*cos(f);
if j <= Mthen UJi,2%]:=e*sin(f);
end;
end; (*simulering af Uerne *)
d:=delta/O;
sd:=sqrt(d);
s_thetaO:=sqr(theta0);
for hi=1 to nt do

begin

Zt:=0;

x[0]:=0;

for 1:I=0 to nobs do

begin (* simulering af observationssaettet *)
for k=1 to round(O/2) do
begin (* Milsteins approksimation *)

c:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
V:=to_pi*drand48;
dW:=c*cos(V);
Zt2:=sqr(Zt);
enaddZt2:=1+7t2;

a:=-theta0*Zt*d + thetaO*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
Zt:=Zt+a+b;

dW:=c*sin(V);

Zt2:=sqr(Zt);

enaddZt2:=1+27t2;

a:=-theta0*Zt*d + thetaO*sqrt(1+Zt2/enaddZt2)*dW;
b:=(s_theta0*Zt/(2*sqr(enaddZt2)))*(sqr(dW)-d);
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Zt:=Zt+a+b;

end; (* Milsteins approksimation *)
X[1]:=2t;
end; (* simulering af observationssaettet *)
(* initialisering *)
p[1]:=0;
xi[1,1]:=1;
(* initialisering slut*)

powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
est:=exp(p[1]);

S _est:=S_est+est;
SS_est:=SS_est+sqr(est);
S fret:=S _fret-fret;
SS_fret:=SS_fret+sqr(fret);

end;
write(udfil,’mean_est =)
write(udfil,S_est/nt:10:6);
write(udfil,’ se_est =7);
writeln(udfil,sqrt((SS_est- nt*sqr(S est/nt))/(nt-1)): 12:10);
write(udfil,’mean_fret =);
write(udfil,S_fret/nt:10:6);
write(udfil,’ se_fret =)
writeln(udfil,sqrt((SS_fret-nt*sqr(S_fret/nt))/(nt-1)) :12:10);
write(udfil,’antal estimater =)
write(udfil,nt:4);
end.
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A.28 Programmet cir_1 10 1 1000_05.

Dette Pascal-progransimulerer vha. Euler approksimationenl000 observationerfor den
stokastiskevolatilitets model i eksempletfra Kapitel 4. Observationernaidskrivestil en fil.
Til deninteresseredieserkan vi fortaelle, at cir star for Cox—Ingersol-Rossmodellen,somer
det seedvanligenavn for 2. koordinateni model 1, se afsnit 4.1.

program cir_1_10_1_1000_05(udfil);

const

N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)
nobs = 1000; (* antal observationer *)

delta = 0.5;

afa = 1; (* alfa>0 *)

beta = 10; (* beta >0 samt 2*alfa*beta/sqr(c)>=1 *)
c =1 (* c>0 %

xnul = 0;

to_pi = 6.28318530717958647692529;

type

arr2 = array [1..2] of longreal,

var

ij: integer;

In_alfa,In_beta,In _c: longreal;

sd,d,c_sqgr,to_alfa: longreal;

X: arrz;

udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’;$

$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2.incl’; $
begin
srand48(time(0));

rewrite(udfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);
In_alfa:=In(alfa);

In_beta:=In(beta);

In_c:=In(c);

d:=delta/N;

sd:=sqrt(d);

to_alfa:=2*alfa;

c_sqr:=sqr(c);

X[1]:=xnul;
X[2]:=gamma(to_alfa*beta/c_sqr,to _alfa/c_sqr);
write(udfil,X[1]:15:10);

writeln(udfil, X[2]:15:10);

for =1 to nobs do

begin
xEuler2(In  _alfa,In_beta,In_c,X);
write(udfil,X[1]:15:10);
writeln(udfil,X[2]:15:10);

end;

end.
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A.29 Programmet logl cir_fast b c.

Dette Pascal-program beregner for forskellige «-veerdier den approksimative log-

likelihoodfunktionen (N=1) for eksempleti Kapitel 4, nar vi antagerat begge koordinater
er kendte. Parametreng? og ¢ fastholdesaltsa. Programmemodificerespa indlysendevis il

beregningerndavor henholdsviss og ¢ varieres,mensa og # henholdsvisa og ¢ fastholdes.
Resultatetaf at kere programmernepa observationerndra de udfaldsstier,som er givet i

figur 17, kan sesi figur 18.

program logl_cir_fast_b_c(indfil,udfil);

const

delta=0.5;

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her ¥
to_pi = 6.28318530717958647692529;

var

x1,x2: array [0..nobs] of longreal;
i integer;

a,r.ef: longreal;

indfil,udfil: text;

function logl(a: longreal):longreal;

var
i integer;
b,c.e,fledl,led2,c _sqr,to_alfa: longreal;

begin (* logl %)

b:=10;

c:=1;

c_sqr:=1,

e:=delta*a*b;

f:=1+delta*a;

to_alfa:=2*a;

led1:=0;

led2:=0;

for =1 to nobs do

begin (* beregning af loglikehoodfunktionen *)

led1:=led1+In(x2[i-1])*3/2;

led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2[i-1])+sqr(x2[i]-f*x2[i-1]-e) lc _sqr/x2[i-1];
end; (* beregning af loglikehoodfunktionen *)
logl:=-nobs*In(to _pi*c*delta)-led1-led2/2/delta;
end; (* logl %)

begin (* loglikelihood for forskellige a-vaerdier *)
rewrite(udfil,'logl_cir _fast_b_c.res’);
reset(indfil,’cir_1 ~10_1 1000 _O5.res’;
for =0 to nobs do
begin
read(indfil,r);
x1[i]:=r;
readIn(indfil,r);
x2[i]:=r;
end;
for =0 to 100 do
begin
a:=-0.2+0.01%;
write(udfil,a:5:3);
write(udfil,’ ;
writeln(udfil,logl(a): 15 10);
end;
end.
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A.30 Programmet sim_logl _cir _fast b_c.

Dette Pascal-program beregner for forskellige «-veerdier den approksimative log-
likelihoodfunktionen (N=1) for eksempleti Kapitel 4, nar vi simulerer 2. koordinaten.
Parametrene? og c fastholdesaltsa. Programmetmodificeres pa indlysendevis til bereg-
ningerne hvor henholdsvisg og ¢ varieres,mensa og § henholdsvisa og ¢ fastholdes.
Resultatetaf fire karslerfor hver af de tre parametrepa observationerndor 1. koordinatenaf
den udfaldssti,som er givet i gverstevenstrehjgrne af figur 17, kan sesi figur 19. Vi skal
bemaerkeat vi i programmetar en ungdvendigsimulationaf 1. koordinaten.Den simulerede
veerdi anvendesoverhovedetikke og giver altsa ikke anledningtil nogenfejl, men det ma
dog betegnessom spild af tid.

program sim_logl_cir _fast_b_c(indfil,udfil);

const

delta=0.5;

N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)

to _pi = 6.28318530717958647692529;

type

arr2 = array [1..2] of longreal,
var

X: arrz;

W: array [1..N,1..2] of longreal;
x1: array [0..nobs] of longreal,
i integer;

a,r,d,sd,e,f: longreal;

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’; $
$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2w.incl’; $

function sim_logl(a: longreal):longreal;

var
i integer;
b,c,e.fledl,led2,c_sqr,to_alfa,x2_old: longreal;

begin (* sim_logl *)
b:=10;
c:=1;
c_sqr:=1;
e:=delta*a*b;
f:=1+delta*a;
to_alfa:=2*a;
led1:=0;
led2:=0;
X[2]:=gamma(to_alfa*b/c_sqr,to_alfa/c _sqn);
for ii=1 to nobs do
begin (* beregning af loglikehood funktionen *)
x2_old:=X[2];
X[1]:=x1[i-1];
xEuler2w(In(a),In(b),In(c),X);
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led1:=led1+In(x2_old)*3/2;

led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2 _old)+sqr(X[2]-f*x2_old-e)/c_sqr/x2_old;
end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
sim_logl:=-nobs*In(to _pi*delta*c)-led1-led2/2/delta;

end; (* sim_logl *)

begin (* loglikelihood for forskellige a-vaerdier *)
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’'sim_logl_cir_fast_b_c.res’);
reset(indfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);
d:=delta/N;
sd:=sqrt(d);
for =0 to nobs do
begin
readIn(indfil,r); (* vi indlaeser kun 1. koordinat *)
x1[i]:=r;
end;
for =1 to N do
begin (* simulering af Werne *)
e:=sqrt(-2*In(drand48));
f:=to _pi*drand48;
WIi,1]:=e*cos(f);
WIi,2]:=e*sin(f);
end; (* simulering af Werne *¥)
for =0 to 100 do

begin
a:=0.01+0.01%;
write(udfil,a:5:3);
write(udfil,’ );
writeln(udfil,sim_logl(a));
end;
end.
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A.31 Programmet min_cir_1 10 1.

DettePascal-prograrastimeremparametrenéor eksemplet Kapitel 4 ved simulation. Resultatet
udskrivespa enfil ogi delafsnitl findesnoglefa eksemplepa at kare programmetnedforskel-

lige veerdieraf konstanteritol, somangiverhvor lille forskellenmellemfunktionsveerdiernskal

veere, far konvegens antagesat veere indtruffet. | disse eksemplerer programmetkgart pa

observationernaf 1. koordinatenfor den udfaldssti,som er givet i gverstevenstrehjgrne af

figur 17. Vi skal, somi AppendiksA afsnit A.30, beneerke,at vi i programmethar en ungd-
vendigsimulationaf 1. koordinaten.Den simuleredeveerdianvende®verhovedetkke og giver

altsa ikke anledningtil nogenfejl, men det ma dog betegnesom spild af tid. Da vi anvender
Powellprocedureril maksimeringenyil vi kunangivedelinier i programmesomer forskellige

fra AppendiksA afsnit A.19, og de manglenddinier er markeretmedtre prikker.

program min_cir_1_10_21(udfil);

const

np = 3; (* antallet af ukendte parametre som skal estimeres *)

ftol = 1.0;

delta=0.5;

N = 25; (* antal inddelinger af [(i-1)*delta, i*delta] *)

nobs = 1000; (* antal observationer - skal vaere et lige tal her *)

to _pi = 6.28318530717958647692529;

type

RealArrayNP = array [1..np] of longreal;
RealArrayNPbyNP = array [1..np,1..np] of longreal;
arr2 = array [1..2] of longreal,

var
LinminNcom: integer;
p,LinminPcom,LinminXicom: RealArrayNP;
X: arrz;

W: array [1..N,1..2] of longreal;

x1: array [0..nobs] of longreal,

xi:  RealArrayNPbyNP;

iiter: integer;

d,sd,fret,r,c,f: longreal;

indfil,udfil: text;

procedure  srand48(IO:integer);external;
function drand48:longreal;external;
function time(tid:integer):integer;external;

$include  '’home/gondor/leslie/speciale/include/gamma.incl’;$
$include  ’'’home/gondor/leslie/speciale/include/xEuler2w.incl’; $

function fnc(var  p:RealArrayNP):longreal;

* p[1]=In_alfa, p[2]=In_beta og p[EJEIn _c¢c ¥

var

i integer;

a,b,c.efledl,led2,c_sqrto_alfa,x2 _old: longreal;

begin (* fnc *)
a:=exp(p[1]);
b:=exp(p[2]);
c:=exp(p[3]);
c_sqr:=sqr(c);
e:=delta*a*b;
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f:=1+delta*a;

to_alfa:=2*a;

led1:=0;

led2:=0;

X[2]:=gamma(to _alfa*b/c_sqr,to_alfa/c_sqr);
if X[2]=0.0 then X[2]:=1e-20;

for ;=1 to nobs do

begin (* beregning af loglikehood funktionen *)
x2_old:=X[2];

X[1]:=x1[i-1];

XEuler2w(p[1],p[2],p[3],X);
led1:=led1+In(x2_old)*3/2;

led2:=led2+sqr((x1[i]-x1[i-1])/x2 _old)+sqr(X[2]-f*x2_old-e)/c_sqr/x2_old;
end; (* beregning af loglikehood funktionen *)
fnc:=nobs*In(to _pi*delta*c)+led1+led2/2/delta;

end; (* fnc *)

begin (* minprog *)
srand48(time(0));
rewrite(udfil,’min_cir_1_10_1.res’);
reset(indfil,’cir_1_10_1_1000_05.res’);

d:=delta/N;

sd:=sqrt(d);

for =0 to nobs do

begin (* indlaesning af observationerne *)
readIn(indfil,r); (* vi indlaeser kun 1. koordinat *)
x1[i]:=r;

end; (* indlaesning af observationerne *)

for =1 to N do
begin (* simulering af Werne *)
c:=sqrt(-2*In(drand48));
f:=to_pi*drand48;
WIi,1]:=c*cos(f);
WIi,2]:=c*sin(f);
end; (* simulering af Werne *)
(* initialisering *)
p[1]:=In(0.4);
p[2]:=In(2);
p[3]:=In(4);
xi[1,1]:=1;
xi[2,2]:=1;
xi[3,3]:=1;
(* initialisering slut*)
powell(p,xi,np,ftol,iter,fret);
write(udfil, ftol =)
writeln(udfil,ftol:6:4);
write(udfil,'p_hat = ();
write(udfil,exp(p[1]):6:4);
write(udfil,’,’);
write(udfil,exp(p[2]):6:4);
write(udfil,’,’);
write(udfil,exp(p[3]):6:4);
writeln(udfil,’)");
write(udfil,’Funktionsvaerdi =);
writeln(udfil,-fret);
write(udfil,'fundet efter );
write(udfil,iter:4);
writeln(udfil,’ iterationer’);
end.
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B Include-filer til Pascal-programmerne.

Includefilerne er Pascal-programstumpespmbruges flere forskellige Pascal-programmer.
Sadannefiler kan f.eks. brugestil at gare programmernemere overskuelige. De Pascal-
programmersom nedensiendeprogramstumpebliver inkludereti, kan findesi AppendiksA.

B.1 Fra kataloget “/speciale/include/*.

B.1.1 Filen fx_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/fx _Euler.incl *)
function fx _Euler(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde
(* sigma _sqgr=sqr(sigma) *)
var
ij: integer;
F,xold,xnew,Gntilde: longreal,
begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d,;
for =1 to nobs do
begin
F:=0;
xnew:=x([iJ;
for ji==1 to M do F:=F+xEuler(xold, t_d);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F/M)/sigma _sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;
end;

fx_Euler:=Gntilde;
end; (* fx_Euler *)

B.1.2 Filen fx_red_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/fx _red_Euler.incl *)

")

function fx _red_Euler(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde

(* sigma _sqgr=sqr(sigma) *)

var
ij: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,F,Y: longreal;
xold,xnew,Gntilde: longreal;
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begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for =1 to nobs do
begin
meanY:=0;
sumYW:=0;
sumwW:=0;
xnew:=x([iJ;
for j=1 to Mdo
begin
Y:=red_xEuler(xold, t d);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW;
sumW:=sumW+sumdW,
end;
meanY:=meanY/M;
F:=meanY+sumW#*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F)/sigma_sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;
end;
fx_red_Euler:=Gntilde;
end; (* fx _red_Euler ¥

B.1.3 Filen fx_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/fx_Taylor.incl *)
function fx_Taylor(theta:longreal):longreal; (* funktionen Gntilde %)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)
var
ij: integer;
F,xold,xnew,Gntilde: longreal,
begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d;
for =1 to nobs do
begin
F:=0;
xnew:=Xx[i[;
for ji=1 to M do F:=F+xTaylor(xold, theta);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F/M)/sigma_sqr/sqrt(1+sqr(xold)) ;
xold:=xnew;
end;

fx_Taylor:=Gntilde;
end; (* fx _Taylor *)

B.1.4 Filen fx_red_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/fx_red _Taylor.incl *)
function fx _red_Taylor(theta:longreal):longreal, (* funktionen Gntilde %)
(* sigma _sqr=sqr(sigma) *)
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var

ij: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,F,Y: longreal;
xold,xnew,Gntilde: longreal;
begin
Gntilde:=0;
xold:=x[0];
t_d:=theta*d,;
for ;=1 to nobs do
begin

meanY:=0;

sumYW:=0;

sumW:=0;

xnew:=Xx[i[;

for j=1 to Mdo

begin

Y:=red_xTaylor(xold, theta);

meanY:=meanY+Y;

sumYW:=sumYW+Y*sumdW,

sumW:=sumW-+sumdW;
end;
meanY:=meanY/M;
F:=meanY+sumW#*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
Gntilde:=Gntilde+xold*(xnew-F)/sigma _sqr/sqrt(1+sqr(xold));
xold:=xnew;

end;
fx_red_Taylor:=Gntilde;
end; (* fx_red_Taylor *)

B.1.5 Filen xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/xEuler.incl *)

function xEuler(xind, t_d:longreal):longreal; (* Euler approksimation
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sd_s=sd*sigma *)

var

i integer;

a,u,Xn: longreal;

begin

Xn:=xind;

for =1 to round(N/2) do
begin

a:=sd_s*sqrt(-2*In(drand48));

U:=to _pi*drand48;
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqgrt(1+sqr(Xn))+a*cos(U);
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*sin(U);

end;
xEuler:=Xn;
end; (* Euler approksimation *)

B.1.6 Filen red_xEuler.incl.

(*

INCLUDEFILEN “/speciale/include/red_xEuler.incl *)

function red_xEuler(xind,t_d:longreal):longreal; (* Euler

(*

to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)
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var
i integer;
a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;
begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for =1 to
begin

a:=sd*sqrt(-2*In(drand48));

U:=to _pi*drand48;

dW1:=a*cos(U);

dW2:=a*sin(U);

Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1i;

Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dWz;

sumdW:=sumdW+dW1+dW2;

round(N/2) do

end,
red_xEuler:=Xn;
end; (* Euler approksimation *)

B.1.7 Filen xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/xTaylor.incl *)

function xTaylor(xind,theta:longreal):longreal; *x
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d, sd_s=sd*sigma

var
i integer;
Xn,U,cos_U,a,b,c: longreal;
begin
Xn:=xind;
for Q=1
begin
U:=to _pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sd_s*sqrt(-2*In(drand48))*(cos_U+t_d*(cos
end;
XTaylor:=Xn;
end; (* Taylor

to N do

1.5 approksimation *)

B.1.8 Filen red_xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/red _XTaylor.incl
function red _xTaylor(xind,theta:longreal):longreal;
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d 0og sigma_sqr=sqr(sigma)

var
i integer;
a,b,c,U,V,cos

_U,Xn: longreal;
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begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for i:=1 to N do
begin
U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t_d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma _sqr/b)/2/sqgr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t  _d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b);
sumdW:=sumdW+V*cos_U;
end;
red_xTaylor:=Xn;
end; (* Taylor 1.5 approksimation *)

B.1.9 Filerne rodbisec_*.incl.

Includefilen rodbisec_E.inclindeholderprogramstumpemed funktionentil rodsggningefter
bisektionsmetodemar vi anvenderEuler approksimationen.De tilsvarendeprogramstumper,
hvor vi anvenderEuler med variansreduktion,1.5 ordens Taylor approksimationog Taylor
med variansreduktion fremkommerved at erstattefx_Euler med henholdsvisfx_red_Euler,
fx_Taylor og fx_red_Taylor. Disse programstumpefindesi include-filernerodbisec_r_E.incl,
rodbisec_T.inclog rodbisec_r_T.incl.Da den enesteforskel er aendringaf dissenavne,vil vi
udeladeselve programstumpernéer.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/rodbisec _E.incl *)

function rodbisek _E(x1,x2,xacc:longreal):longreal; (* bisektionsmetoden *)
* til  fx _Euler *)

label 1;

var
dx,f,fmid,xmid,rtb: longreal,
j: integer;

begin
fmid:=fx _Euler(x2);
f:=fx_Euler(x1);
if fffmid >= 0 then
begin
writeln(udfil,'roden skal ligge i intervallet [x1,x2]);
writeln(udfil,’programmet stoppes’);
goto 2;
end;
if f < O then (* orienterer soeghingen saa f>0 i x+dx *)
begin
rtb:=x1;
dx:=x2-x1;
end
else
begin
rth:=x2;
dx:=x1-x2;
end;
for ji=1 to jmax do
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begin
dx:=dx/2;
xmid:=rtb+dx;
fmid:=fx_Euler(xmid);
if fmid <= 0 then rth:=xmid;
if (abs(dx) < xacc) or (fmid = 0) then goto 1;
end;
write(udfil,'roden er ikke fundet efter jmax=");
write(udfil,jmax);
writeln(udfil,’ iterationer’);
writeln(udfil,’programmet stoppes’);
goto  2;
1
rodbisek_E:=rtb;
end; (* rodbisek *)

B.1.10 Filen xEuler2.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/xEuler2.incl *)
procedure  xEuler2(In_alfa,In _beta,In_c:longreal; var Y:arr2);
(* Euler approksimation til  den 2-dim. diffusionsproces *)
(* to_pi=2*pi, d=delta/N  og sd=sqrt(d) *)

(* In_alfa=In(alfa), In_beta=In(beta) og In_c=In(c) *)
var

i integer;

e In_ae In_be In _c,f,uV: longreal;

begin

e_In_a:=exp(In_alfa);

e_In_b:=exp(in  _beta);

e_In_c:=exp(In_c);
Y[2]:=In(Y[2]);

for =1 to N do
begin
f:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to_pi*drand48;
Vi=exp(Y[2]);
Y[1]:=Y[1]+V*f*cos(V);

Y[2]:=Y[2]+(e_In_a*(e_In_b-V)-e_In_c/2)*d/V+e _In_c*f*sin(U)/sqrt(V);

end;
Y[2]:=exp(Y[2]);
end; (* Euler approksimation til  den 2-dim. diffusionsproces

B.1.11 Filen xEuler2w.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/xEuler2w.incl *)

procedure  xEuler2w(In_alfa,In_beta,In _c:longreal; var Y:arr2);
(* Euler approksimation til  den 2-dim. diffusionsproces *)
(* med faste Wiener proces tilvaekster *)

(* to_pi=2*pi, d=delta/N  og sd=sqrt(d) *)

(* In_alfa=In(alfa), In_beta=In(beta) og In_c=In(c) *)

var

i integer;

e In_ae In_be In _c,V:  longreal;
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begin
e_In_a:=exp(In_alfa);
e_In_b:=exp(in  _beta);
e_In_c:=exp(In_c);
Y[2]:=In(Y[2));
for =1 to N do
begin
Vi=exp(Y[2]);
Y[1]:=Y[1]+V*sd*WT[i,1];
Y[2]:=Y[2]+(e _In_a*(e_In_b-V)-e_In_c/2)*d/V+e_In_c*sd* WIi,2)/sqrt(V);
end;
Y[2]:=exp(Y[2]);
if Y[2]=0.0 then Y[2]:=1e-20;
end; (* Euler approksimation til  den 2-dim. diffusionsproces *)
(* med faste Wiener proces tilvaekster. *)

B.1.12 Filen gamma.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include/gamma.incl *)

function gamma(g,l:longreal):longreal; (* udfald fra gammafordelingen *)
(* g er formparameteren og | er skalaparameteren *)

label
1,2;

const
theta = 4.5; (* skal blot vaere stoerre end 0 *)
e = 2.718281828459045235360287; (* e=exp(l) *

var
a,b,c,d: longreal;
U1,X,V,Z,R: longreal;

begin
if g>1 then
begin
a:=1/sqrt(2*g-1);
b:=g-In(4);
c:=g+1/a;
d:=1+In(theta);
1
repeat
U1:=drand48;
untii  (U1>0.0) and (U1l<1.0);
V:=a*In(U1/(1-U1));
X:=g*exp(V);
repeat
Z:=drand48;
until  (Z>0.0) and (Z<1.0);
Z:=Z*sqr(Ul);
R:=b+c*V-X;
if R+d-theta*Z>=0 then goto 2;
if R<In(Z) then goto 1;
2:
gamma:=X/l;
end
else if g=1 then
begin
repeat
U1l:=drand48;
until - (U1>0.0) and (U1l<1.0);
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gamma:=-In(U1)/l;

end
else

begin

b:=(e+g)/e;

repeat

repeat
Ul:=drand48;

until (U1>0.0) and (U1<1.0);

R:=b*U1;
repeat
V:=drand48;
until (V>0.0) and (V<1.0);
if R>1 then
begin
X:=-In((b-R)/q);
c=exp((g-1)*In(X));
end
else
begin
X:=exp(In(R)/g);
c:=exp(-X);
end,;
until  V<=c;
gamma:=X/l;
end;
end,;
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B.2 Fra kataloget “/speciale/include2/*.

B.2.1 Filen fx_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx_Euler.incl

procedure  fx_Euler; (* approx. til  F %
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
ij: integer;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for =1 to nobs do
begin
Fi]:=0;
for ji=1 to M do FJi]:=F[i]+xEuler(xold);
Flil:=F[i]/™;
xold:=x([i];
end;
end; (* fx _Euler *)

B.2.2 Filen fx_red_Euler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx_red_Euler.incl

procedure  fx_red_Euler; (* approx. il F *)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)
var
ij: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,Y: longreal;
xold,xnew: longreal;
begin

xold:=x[0];

for ;=1 to nobs do

begin

meanY:=0;

sumYW:=0;

sumw:=0;

for j=1 to Mdo

begin

Y:=red_xEuler(xold);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW,
sumW:=sumW+sumdW,
end;
meanY:=meanY/M;
F[i]:=meanY+sumW#*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
xold:=x[i];
end;
end; (* fx _red_Euler %)
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B.2.3 Filen fx_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx _Taylor.incl *)
procedure fx _Taylor; (* approx. til  F %
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)
var
ij: integer;
xold,xnew: longreal;
begin
xold:=x[0];
for ii=1 to nobs do
begin
Fli]:=0;
for ji=1 to M do F[i]:=F[i]+xTaylor(xold);
Fli]:=F[i]/Mm;
xold:=x([i];
end;

end; (* fx _Taylor *)

B.2.4 Filen fx_red_Taylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx_red _Taylor.incl *)

procedure fx _red_Taylor; (* approx. til  F %)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var

ij: integer;
meanY,sumYW,sumW,a,Y: longreal;
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for k=1 to nobs do
begin
meanY:=0;
sumYW:=0;
sumW:=0;
for j=1 to Mdo
begin
Y:=red_xTaylor(xold);
meanY:=meanY+Y;
sumYW:=sumYW+Y*sumdW,
sumW:=sumW-+sumdW;
end;
meanY:=meanY/M;
F[i]:=meanY+sumW#*(meanY*sumW-sumYW)/delta/M/(M-1);
xold:=x([i];
end;
end; (* fx_red_Taylor *)

B.2.5 Filen xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/xEuler.incl *)
function xEuler(xind: longreal): longreal, (* Euler approximation
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d og sd_s=sd*sigma *)
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var
i integer;
a,u,Xn: longreal;

begin

Xn:=xind;

for =1 to round(N/2) do

begin
a:=sd_s*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to_pi*drand48;
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqgrt(1+sqr(Xn))+a*cos(U);
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+a*sin(U);
end;

xEuler:=Xn;

end; (* Euler approximation *)

B.2.6 Filen red_xEuler.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/red_xEuler.incl *)

function red_xEuler(xind: longreal): longreal; (* Euler approximation *)
(* to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)

var

i integer;

a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;

begin

Xn:=xind;

sumdW:=0;

for =1 to round(N/2) do

begin
a:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to_pi*drand48;
dW1:=a*cos(U);
dW2:=a*sin(U);
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1i;
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dWz;
sumdW:=sumdW+dW1+dWwW2;

end;

red_xEuler:=Xn;

end; (* Euler approximation *)

B.2.7 Filen xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/xTaylor.incl *)
function xTaylor(xind: longreal): longreal; (* 15 ordens Taylor appr. ¥
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d, sd_s=sd*sigma og sigma_sqr=sqr(sigma) *)
var

i integer;

Xn,U,cos_U,a,b,c: longreal,

begin

Xn:=xind;

for i:=1 to N do

begin

U:=to _pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
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a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t_d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));

Xn:=c+sd_s*sqrt(-2*In(drand48))*(cos_U+t_d*(cos _U+sin(U)/sqrt(3))/a/b);
end;
XTaylor:=Xn;

end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)

B.2.8 Filen red_xTaylor.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/red _XTaylor.incl *)

function red _xTaylor(xind: longreal): longreal;(* 1.5 ordens Taylor appr. *
(* to_pi=2*pi, t_d=theta*d 0og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i integer;
a,b,c,U,V,cos_U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW:=0;
for =1 to N do
begin
U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t_d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b) ;
sumdW:=sumdW+V*cos_U;
end;
red_xTaylor:=Xn;
end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)

B.2.9 Filen fx_red Euler_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx_red_Euler_ny.incl *)
procedure  fx_red_Euler_ny; (* approx. til  F %)
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)
var
ij: integer;
meanY,meanY2,sumY2W,sumW,sumW2,a,Y,Y2: longreal;
xold,xnew: longreal,
begin
xold:=x[0];
for ii=1 to nobs do
begin
meanY:=0;
meanY?2:=0;
sumY2W:=0;
sumw:=0;
sumw2:=0;
for j=1 to Mdo
begin

Y:=red_xEuler(xold);

154



Y2:=red_xEuler_ny(xold);
meanY:=meanY+Y;
meanY2:=meanY2+Y2;
sumY2W:=sumY2W+Y2*sumdW?2;
sumW:=sumW-+sumdW;
sumW2:=sumW2+sumdwW?2;

end;

meanY:=meanY/M;

meanY2:=meanY2/M;

F[i]:=meanY+sumW#*(meanY2*sumW2-sumY2W)/delta/M/(M-1);

xold:=x[i];
end;
end; (* fx_red_Euler_ny *)

B.2.10 Filen fx_red_Taylor_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/fx

procedure  fx_red_Taylor_ny; (* approx.
(* sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
ij: integer;
meanY,meanY2,sumY2W,sumW,sumW2,a,Y,Y2:
xold,xnew: longreal;

begin
xold:=x[0];
for i:=1 to nobs do
begin
meanY:=0;
meanY2:=0;
sumY2W:=0;
sumw:=0;
sumW2:=0;
for j=1 to Mdo
begin
Y:=red_xTaylor(xold);
Y2:=red_xTaylor_ny(xold);
meanY:=meanY+Y;
meanY2:=meanY2+Y2;
sumY2W:=sumY2W+Y2*sumdW2;
sumW:=sumW+sumdW,
sumW2:=sumW2+sumdW?2;
end;
meanY:=meanY/M;
meanY2:=meanY2/M;

_red_Taylor_ny.incl

il F %

longreal;

F[i]:=meanY+sumW#*(meanY2*sumW2-sumY2W)/delta/M/(M-1);

xold:=x([i];
end;
end; (* fx_red_Taylor_ny *)

B.2.11 Filen red_xEuler_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/red

function red _xEuler_ny(xind: longreal):
(* to_pi=2*pi og t_d=theta*d *)

_xEuler_ny.incl

longreal;
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var
i integer;
a,U,Xn,dW1,dW2: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW2:=0;
for =1 to round(N/2) do
begin
a:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
U:=to _pi*drand48;
dW1:=a*cos(U);
dW2:=a*sin(U);
Xn:=Xn+Xn*t_d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dW1i;
Xn:=Xn+Xn*t _d/sqrt(1+sqr(Xn))+sigma*dWz;
sumdW2:=sumdW2+dW1+dW?2;
end;
red_xEuler _ny:=Xn;
end; (* Euler approximation *)

B.2.12 Filen red_xTaylor_ny.incl.

(* INCLUDEFILEN “/speciale/include2/red _XTaylor_ny.incl *)

function red _xTaylor_ny(xind: longreal): longreal;(* 1.5 ordens Taylor appr. *
(* to_pi=2*pi, t _d=theta*d og sigma_sqr=sqr(sigma) *)

var
i integer;
a,b,c,U,V,cos_U,Xn: longreal;

begin
Xn:=xind;
sumdW2:=0;
for =1 to N do
begin
U:=to_pi*drand48;
cos_U:=cos(U);
V:=sd*sqrt(-2*In(drand48));
a:=1+sqr(Xn);
b:=2*sqrt(a);
c:=Xn+t _d*Xn*(2/b+(t_d-3*d*sigma_sqr/b)/2/sqr(a));
Xn:=c+sigma*V*(cos_U+t_d*(cos_U+sin(U)/sqrt(3))/a/b) ;
sumdW2:=sumdW2+V*cos_U;
end,
red_xTaylor_ny:=Xn;
end; (* 1.5 ordens Taylor approximation *)
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C S-PLUS-programmer.

Vi har hovedsageliganvendtprogrampakkers-PLUSHil at tegnediversefigurer. Vi har
dog udnyttet nogle indbyggedefunktioner til tegning af QQ-plot, histogrammer,autocorrela-
tionsfunktionersamtrette linier gennemorigo med haeldningl. Forklaringertil disseog andre
funktioner kan findesi den indbyggedeonline-hpelpi S-PLUS. Vi har ikke angivetalle de
S-PLUS-programmersom er anvendt,men de resterendekan stort set fas ved at klippe og
klistre i de viste programmer.

C.1 Program 1.

Dette S-PLUS-prograntegnerde QQ-plotog histogrammem.m.,der brugesi delafsnitl1.1.1til
at undersggévalitetenaf dentalgeneratorsomvi anvendettil genereringaf pseudo-tilfeeldige
tal. Resultatetaf karslenkan sesi figur 1 — 4, sedelafsnit1.1.1.

ul_scan('unif_01.sim1’)
u2_scan('unif_01.sim2’)
u3_scan('unif_01.sim3’)
u4_scan('unif_01.sim4’)
u5_scan('unif_01.sim5’)
u6_scan('unif_01.sim6’)
u7_scan('unif_01.sim7’)
u8_scan('unif_01.sim8’)
u9_scan('unif_01.sim9’)
ps.options(horizontal=F)
postscript('qqg.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty="s",0mi=c(.5,0,.5,0))
plot(sort(ul),qunif(ppoints(ul)))

abline(0,1)

titte(main="gq-plot ul’)
plot(sort(u2),qunif(ppoints(u2)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u2’)
plot(sort(u3),qunif(ppoints(u3)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u3’)
plot(sort(u4),qunif(ppoints(u4)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u4’)
plot(sort(u5),qunif(ppoints(u5)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot us’)
plot(sort(u6),qunif(ppoints(ub)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot ue’)
plot(sort(u7),qunif(ppoints(u7)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u7’)
plot(sort(u8),qunif(ppoints(u8)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u8’)
plot(sort(u9),qunif(ppoints(u9)))
abline(0,1)

titte(main="gq-plot u9’)
dev.off()

postscript(’hist.ps’)
par(mfrow=c(3,3),pty="s",0mi=c(.5,0,.5,0))
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hist(u1,n=10)

title(main="histogram ul’)

hist(u2,n=10)

title(main="histogram u2’)

hist(u3,n=10)

titte(main="histogram u3’)

hist(u4,n=10)

titte(main="histogram u4’)

hist(u5,n=10)

titte(main="histogram ub’)

hist(u6,n=10)

titte(main="histogram u6’)

hist(u7,n=10)

titte(main="histogram u7’)

hist(u8,n=10)

title(main="histogram u8’)

hist(u9,n=10)

titte(main="histogram u9)

dev.off()

postscript('acf.ps’)

par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))

acf(ul)

titte(main="Series : ul’,cex=.6)

acf(u2)

title(main="Series 1 u2',cex=.6)

acf(u3)

titte(main="Series . u3',cex=.6)

acf(u4)

titte(main="Series . ud’,cex=.6)

acf(ub)

titte(main="Series 1 ub’,cex=.6)

acf(ub)

titte(main="Series . ub’,cex=.6)

acf(u7)

titte(main="Series . u7',cex=.6)

acf(u8)

titte(main="Series 1 u8',cex=.6)

acf(u9)

titte(main="Series 1 u9',cex=.6)

dev.off()

postscript('u_u.ps’)

par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))
plot(u1[1:(length(ul)-1)],ul[2:length(ul)],xlab= "
title(main="(u1[1],...,ul[n-1]) mod (ul[2],...,ul[n]))
plot(u2[1:(length(u2)-1)],u2[2:length(u2)],xlab= "
title(main="(u2[1],...,u2[n-1]) mod (u2[2],...,u2[n])")
plot(u3[1:(length(u3)-1)],u3[2:length(u3)],xlab= "
title(main="(u3[1],...,u3[n-1]) mod (u3[2],...,u3[n])")
plot(u4[1:(length(u4)-1)],u4[2:length(u4)],xlab= "
title(main="(u4[1],...,u4[n-1]) mod (u4[2],...,u4[n])")
plot(u5[1:(length(u5)-1)],u5[2:length(u5)],xlab= "
title(main="(u5[1],...,u5[n-1]) mod (u5[2],...,u5[n])")
plot(u6[1:(length(u6)-1)],u6[2:length(u6)],xlab= "
title(main="(u6[1],...,u6[n-1]) mod (u6[2],...,u[n])")
plot(u7[1:(length(u7)-1)],u7[2:length(u7)],xlab= "
title(main="(u7[1],...,u7[n-1]) mod (u7[2],...,u7[n])")
plot(u8[1:(length(u8)-1)],u8[2:length(u8)],xlab= "
title(main="(u8[1],...,u8[n-1]) mod (u8[2],...,u8[n])")
plot(u9[1:(length(u9)-1)],u9[2:length(u9)],xlab= "
title(main="(u9[1],...,u9[n-1]) mod (u9[2],...,u9[n])")
dev.off()
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C.2 Program 2.

Dette S-PLUS-prograntegner,for hver af de tre algoritmertil genereringaf normal fordelte
udfald, det QQ-plot og histogram,somanvendesil attjekke algoritmen,sedelafsnitl.1.2. Der
er 10.000udfald for hver algoritme, og disseudfald er frembragtvha. Pascal-programmerrie
henholdsvisAppendiksA afsnitA.2, afsnitA.4 og afsnitA.5. S-PLUS-programmedtembringer
en postscript-fil for hver af de tre algoritmer, og resultatetaf at kare programmetkan sesi

figur 6, 7 og 8, sedelafsnit1.1.2.

box_scan(’box_NO1.res’)

polar_scan(’polar _NO1.res’)
kr_scan(’kr_NO1.res’)
ps.options(horizontal=F)

postscript(’box.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty="s’,omi=c(.5,0,.5,0))
ggnorm(box,datax=T)

abline(0,1)

title(main="QQ-plot’)
hist(box,nclass=13,xlim=c(-6,6),ylim=c(0,3600))
title(main="histogram’)

dev.off()

postscript(’polar.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty="s’,omi=c(.5,0,.5,0))
ggnorm(polar,datax=T)

abline(0,1)

title(main="QQ-plot’)
hist(polar,nclass=13,xlim=c(-6,6),ylim=c(0,3600))
title(main="histogram’)

dev.off()

postscript(’kr.ps’)
par(mfrow=c(1,2),pty="s’,omi=c(.5,0,.5,0))
ggnorm(kr,datax=T)

abline(0,1)

title(main="QQ-plot’)
hist(kr,nclass=18,xlim=c(-9,4),ylim=c(0,3600))
title(main="histogram’)

dev.off()
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C.3 Program 3.

Dette S-PLUS-prograntegnerQQ-plottenetil tjek af kvalitetenaf udfaldenefra Ahrens—Dieter
algoritmen,sedelafsnitl.1.3. Programmemodificeregpaindlysendevis til attegneQQ-plottene
for henholdsviseksponentialfordelingsalgoritmesg Chengsalgoritmer. Resultatetaf at kare
det viste programkan sesi figur 9.

AD11_scan(’AD_0.02.resl’)
AD21_scan(’AD _0.33567.resl’)
AD31_scan(’AD_0.98.resl’)
AD12_scan(’AD _0.02.res2’)
AD22_scan(’AD_0.33567.res2’)
AD32_scan(’AD _0.98.res2’)
AD13_scan(’AD_0.02.res3’)
AD23_scan(’AD_0.33567.res3’)
AD33_scan(’AD_0.98.res3’)
ps.options(horizontal=F)
postscript('qq_gamma.ps’)

par(mfrow=c(3,3),pty= "s",omi=c(.5,0,.5,0))
plot(sort(AD11),qgamma(ppoints(AD11), 0.02))
abline(0,1)

titte(main="AD med alfa=0.02")
plot(sort(AD12),qgamma(ppoints(AD12), 0.02))
abline(0,1)

title(main="AD med alfa=0.02")
plot(sort(AD13),qgamma(ppoints(AD13), 0.02))
abline(0,1)

titte(main="AD med alfa=0.02")
plot(sort(AD21),qgamma(ppoints(AD21), 0.33567))
abline(0,1)

titte(main="AD med alfa=0.33567")
plot(sort(AD22),qgamma(ppoints(AD22), 0.33567))
abline(0,1)

title(main="AD med alfa=0.33567")
plot(sort(AD23),qgamma(ppoints(AD23), 0.33567))
abline(0,1)

titte(main="AD med alfa=0.33567")
plot(sort(AD31),qgamma(ppoints(AD31), 0.98))
abline(0,1)

title(main="AD med alfa=0.98")
plot(sort(AD32),qgamma(ppoints(AD32), 0.98))
abline(0,1)

titte(main="AD med alfa=0.98")
plot(sort(AD33),qgamma(ppoints(AD33), 0.98))
abline(0,1)

title(main="AD med alfa=0.98")

dev.off()
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C.4 Program 4.

Dette S-PLUS-programplotter de udfaldsstier for den hyperbolske diffusionsproces,som
simuleresaf Pascal-programmerneAppendiksA afsnit A.10 og A.11. Resultatetaf at kare
programmeter vist i figur 12, se delafsnit2.5.3.

eul1000_scan(hyp_eul_05 _1000.sim’)
tay1000_scan(’hyp_tay_05 _1000.sim’)

x1000_seq(0,500,0.5)

ps.options(horizontal=F)

postscript(hyp.ps’)

par(omi=c(.5,0,.5,0),mfrow=c(2,1))

{plot(x1000,eul1000,type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,
xlim=¢(0,500),ylim=c(-1.5,1.5))}

title('Udfaldssti simuleret vha. Euler approksimationen.’)
{plot(x1000,tay1000,type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,
xlim=¢(0,500),ylim=c(-1.5,1.5))}

title('Udfaldssti simuleret vha. 1.5 ordens Taylor approksimationen.’)
dev.off()
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C.5 Program 5.

Dette S-PLUS-programaver QQ-plottenefor de estimeredegl-veerdieri den hyperbolskedif-

fusionsprocessomfrembringesaf Pascal-programmerrevarenddil AppendiksA afsnit A.18.

Resultatetaf at kareprogrammetr vist i figur 13, sedelafsnit2.5.4. Parametrenefunktionerne
abline er afleesti output-filenfra de omtaltePascal-programmerg er denempiriskemiddelveerdi
og spredningfor det relevantesaetaf §-veerdier.

est200_matrix(scan('qq_hyp _025_200.res"),ncol=4, byrow=T)
est500 _matrix(scan('qq_hyp_025_500.res’),ncol=4, byrow=T)
est1000_matrix(scan(’qq_hyp_025 _1000.res’),ncol=4, byrow=T)

ps.options(horizontal=F)

postscript('qq_hyp_025.ps’)
par(mfrow=c(4,3),omi=c(.5,0,.5,0))
ggnorm(est200][,1])

abline(-1.047546,0.233737)

titte(main="Metode: Euler.  n=200’,cex=0.35)
ggnorm(est500][,1])

abline(-1.007439,0.141893)

titte(main="Metode: Euler.  n=500’,cex=0.35)
ggnorm(est1000[,1])

abline(-0.985671,0.102838)

titte(main="Metode: Euler.  n=1000’,cex=0.35)

ggnorm(est200][,2])

abline(-1.050820,0.230153)

titte(main="Metode: Euler med variansreduktion. n=200’,cex=0.35)
ggnorm(est500][,2])

abline(-1.005059,0.139757)

titte(main="Metode: Euler med variansreduktion. n=500’,cex=0.35)
ggnorm(est1000[,2])

abline(-0.985920,0.101603)

titte(main="Metode: Euler med variansreduktion. n=1000’,cex=0.35)
ggnorm(est200],3])

abline(-1.050974,0.230346)

title(main="Metode: Taylor. n=200’,cex=0.35)

ggnorm(est500[,3])

abline(-1.010559,0.144140)

titte(main="Metode: Taylor. n=500’,cex=0.35)

ggnorm(est1000[,3])

abline(-0.995339,0.103500)

titte(main="Metode: Taylor. n=1000’,cex=0.35)

ggnorm(est200[,4])

abline(-1.053940,0.233171)

titte(main="Metode: Taylor med variansreduktion. n=200’,cex=0.35)
ggnorm(est500[,4])

abline(-1.007534,0.140621)

titte(main="Metode: Taylor med variansreduktion. n=500’,cex=0.35)
ggnorm(est1000[,4])

abline(-0.989817,0.102103)

titte(main="Metode: Taylor med variansreduktion. n=1000’,cex=0.35)
dev.off()

162



C.6 Program 6.

Dette S-PLUS-prograntegnerdefire udfaldsstiefor modell, seafsnit4.1,somvi harfrembragt
vha. Pascal-programmaeat AppendiksA afsnit A.28. Resultatetaf at kare programmeter vist
i figur 17, se delafsnit4.1.2.

cirl_matrix(scan(’cir_1 _10_1_1000_05.resl’),ncol=2,byrow=T)
cir2 _matrix(scan(’cir_1_10_1 1000_05.res2"),ncol=2, byrow=T)
cir3_matrix(scan(’cir_1_10_1 _1000_05.res3’),ncol=2,byrow=T)
cird_matrix(scan(’cir ~1 10_1 1000_05.res4’),ncol=2,byrow=T)

x1000_seq(0,500,0.5)
ps.options(horizontal=F)

postscript('cir_1_10 _1.ps)

par(mfrow=c(4,2),omi=c(.5,0,.5,0))

plot(x1000,cirl[,1],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('1.koordinat’)

plot(x1000,cir2[,1],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('1.koordinat’)

plot(x1000,cirl[,2],type="I' xlab="tid’,ylab="X(t)’,xlim=c(0,500 )
title('2.koordinat’)

plot(x1000,cir2[,2],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('2.koordinat’)

plot(x1000,cir3[,1],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('1.koordinat’)

plot(x1000,cir4[,1],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('1.koordinat’)

plot(x1000,cir3[,2],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )
title('2.koordinat’)

plot(x1000,cir4[,2],type="I' xlab="tid’,ylab="x(t)’,xlim=c(0,500 )

title('2.koordinat’)

{mtext(outer=T,

1000 observationer (delta=0.5) fra modell simuleret med alfa=1, beta=10 og c=1
,cex=1)}

dev.off()
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